Motivazioni e scopi
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Scopi principali:
1. Quantizzazione canonica covariante delle due teorie

2. Determinazione accurata degli stati fisici e delle loro proprieta per I’elettrodina-
mica e la gravita linearizzata

Motivazioni:

1. Risoluzione del problema dell’ambiguita infrarossa per le teorie tridimensionali
topologicamente massive

2. Quantizzazione canonica sistematica di sistemi vincolati con derivate di ordine
superiore nella lagrangiana

3. Congettura di Witten per la gravita:
- Versione di Einstein

- Versione del primo ordine

4. Applicazioni dell’elettrodinamica:
- Effetto Hall quantistico frazionario

- Superconduttivita ad alte temperature

5. Analogie fra elettrodinamica e gravita linearizzata



Perché le teorie tridimensionali topologicamente massive:

1. Possibilita di dare massa in modo gauge-invariante ai campi di gauge tridimen-
sionali

2. Possibilita di costruire teorie tridimensionali che esibiscono stati anionici con
spin e statistica arbitrari

3. Teorie topologicamente massive come teorie effettive ad un loop
4. Importanza in sistemi planari di fisica della materia condensata

5. Teorie tridimensionali come limite di temperatura finita delle teorie quadridi-
mensionali

Problemi affrontati:
1. Lagrangiane degeneri
2. Lagrangiane con derivate di ordine superiore
3. Equazioni del moto complicate

4. Problemi di convergenza infrarossa



Elettrodinamica

La lagrangiana e

1
L == FuF" + 569,44,

Le equazioni del moto sono
DA* — 010, A" + pE'*o,A, =0
La teoria ¢ invariante rispetto a trasformazioni di gauge
0AY = 0"
Lavoriamo nella gauge di Lorentz
0, A" =0

e prendiamo come lagrangiana

1
L == Bl + 5E00,A, 4, -

; (9,4

1
26
con le equazioni del moto

OA* + (£ —1)0"0, A" + n&E**0,A, =0
Il momento coniugato a A* e

oL 1
B —_ FuO ~ OMVAV _ 70 UAV
™= a1 (oA + 25 Ento,

e non produce nessun vincolo.
Le parentesi di Poisson canoniche

(AR (), A (7,5} = 0
{ﬂ-u (fa t) , (ga t)} =0
{A" (@ 1), 7 (g, 6)} = n"'6* (T — 7))

sono quindi consistenti, come conseguenza del gauge-fixing.



La parentesi di Poisson a tempi diversi
A (x —y) = {A" (x), A7 (y)}
soddisfa I'equazione del moto
OAM (2) + (&€ — 1) "0, A (2) + uE P 0,Ap" (2) = 0
e le due condizioni al contorno provenienti dalle parentesi di Poisson canoniche

A™ (2,0) = 0

aOAuu (Z, O) — (7’/“” + 1 génuonu0> 52 (Z»)

La funzione A & quindi definita univocamente come soluzione di un problema di
Cauchy; la soluzione ¢, nello spazio dei momenti

AHY (p) = —i2me (po) 6 (p2) [ﬁguuppp _ (% _ %%) p“p”]

. 1V i

La quantizzazione della teoria e ottenuta con la prescrizione
{A, B} — —i[A, B|
e imponendo debolmente il vincolo di gauge sugli stati fisici

(0,A4) " |®5) = 0



Gravita

La lagrangiana e
E - R 5 )\VF o 8”F 0 F F 0
_ﬁ \/§ 4+ — K PA v + g ¢ 51/

Le equazioni del moto sono

1
GH — —C" =0
W
con

1 1
cm = "D, (Ry* - J04R)
VI b

Nell’approssimazione di campo debole
g =" + kR
La teoria ¢ invariante rispetto a trasformazioni di gauge

ShH™ =~ — e

Lavoriamo nella gauge di Landau
o,h" =0

e prendiamo come lagrangiana
1
L == [Ophyu) (W) = (9uh) (0h) + 2 (9" h) (0" hyw) + 2(0" hy ) (h™)]
1 1
_ [e] B8 _ Ao 8 v _ A v
+ e (0°0,h,® — 0°0,h,7) 0" b % CRESICHISY

con le equazioni del moto

(01 4 001 4~ 1) @018+ 00,1%) ~ (51— 0,0,
1

2 [£1200, (Dhy” — 0”0z 5) + €770, (Ol — auaAhAﬁ)}} -



II termine di Chern-Simons dipende da (80)2 h%. Prendiamo quindi come variabili
indipendenti

h*
I momenti coniugati a h** e k% sono
oL oL oL
T = —— — 20 + 0
3 (Bohy) "9 (0,00hm) D (DDohyu)
i oL

§ = 7=

0 (0p0ohij)

Seguono i quattro vincoli

1 1 ,
7Tmm = —k?ll - akhko - —Skﬁ’@lhkl
2 4

=[5 (K 8) (i )

Questo conferma che la lagrangiana rimane degenere nonostante il gauge-fixing.

Le parentesi di Poisson canoniche sono incompatibili con i vincoli e deve essere ap-
plicata la procedura di Dirac.

Un sistema vincolato e descritto da una lagrangiana degenere

det 0’L
"\ 0(@060) 2 (@60)

Sono presenti vincoli incompatibili con le parentesi di Poisson canoniche
v <¢(i)73k¢(i)’7r(i)) ~ 0

L’hamiltoniana piu generale possibile ¢

=0

77: H + u[a]x[“} ~H

e le equazioni del moto hamiltoniane acquistano una arbitrarieta

P9 = {6, H} 5*7r(> /d% 5*

) L S*H 5*X[a]
) = {70 gl ~ — — /de
{ } 0* (i 1500



E necessario imporre la compatibilita dinamica con i vincoli

d N
iz =g ~
X @) = (X @) A ()] ~ 0

Questa condizione puo fornire nuovi vincoli oppure condizioni sui coefficienti w,.
Si ottiene un insieme finale di vincoli

ol (qg(i)’@kqg(i)’ﬁ(i)) ~ 0
le cui parentesi di Poisson a tempi uguali formano una matrice invertibile

MWl (z,7.¢) = {gp[‘ﬂ (7,1), " (7, t)}

Le parentesi di Poisson canoniche diventano compatibili con i vincoli se si esegue la
trasformazione

{4, B} - (4, B}
con
R (#,1) = / &2z / PG {R(E,1), 01 (7,0)) My (2,0, 1) o (@, 1)
Equivalentemente, si puo generalizzare la definizione delle parentesi
{A(@ 1), BHH)} =
={A(Z,1),B(y,1)}
- [@z [@a{a@n G0} oy Gan (0 @0, B @0



Si trova

{W (@), b (7,0} =0
(k9 @0 6 0} = S [Em" 4 (= ) + (m = )] 8 (@~ 5)
{no (@) k™ (7.1)} =0
{W9 (&), k™ (7, )} = n'In™"8% (& — §)
{ 0.5 G0} =t
} 5”6’“8 02 (T — 1)
{Wij (Z,t), 7" (y,t)} =0
{7z, t) T (.4} =0

(7% (@, 1) 7™ (5,0)} = ——E&® (£m0" + £0™) 0,0,6* (7 — )

642

{7 (@,1),s™ (7.4)} = 32M £ + (i §) + (m < n)| 0% (F - §)
{7 @ 1), 5™ G0} =0
{W% (Z,t),s™ (¥, t)}* 320
{79 (@,1),s™ (7.0)} =0
{hﬂu (f, t) ’ﬂ_ij (?7, t)}* — % (nuinuj + nujnui) 52 (f . ?j)
W (@,1), 7 (7,1)} =0
(19 @07 @0} = e o,0% @~ )

{hw (f, t) ( )} ; (nuv + nuonuo) 52 (f _ ?j)
(K (&), s™ (7, )}* = = (™" ™ = i) 62 (7 - )
{h(@,1),s™ (4,4)} =0

{F9(@.0), 7% @G.0)} = ¢ (00 + 00 + 309 0") 6% (7~ )

=

{69 (z,t), 7™ (1)} = _inlj (EFmar + gknom) 0% (7 — 7))

Queste sono consistenti con i vincoli.



La parentesi di Dirac a tempi diversi
APl (g — y) = {" (), b (y)}
soddisfa I'’equazione del moto
{OAmP (2) 4 nor AP0 — v (DAP,28 (2) — 0,0, AP (2))
+(€—1) (070,90 (2) + 910, (z))

1

21 |:5Mp7-8p (DATuaﬁ (z) _ 8”8AAATO‘5 (z)) + (,U — I/)}} =0

e le condizioni al contorno provenienti dalle parentesi di Dirac canoniche

AeB (7.0) = 0

80Aijmn (Z O) —_ _nijnmn52 (Z»)
1
aOAOMOV (2’ O) _ gn;u/52 (g)

AT (2,0) =0
0 2 iymn (3 H m,.in . . 2 (2
(8) AY (z,()):—§ {5 7’ +(z<—>y)+(mHn)]5 (2)

(30)2 A0 (2,0) = E (nzuaj + ol + gnmaﬂ) 52 (%)

(ao)2 A0 (2 0) = —%au(sz (2)

(0)" A% (2,0) = 0



La funzione A & quindi definita univocamente come soluzione di un problema di
Cauchy; la soluzione e, nello spazio dei momenti

Aot (p) = —i2me (po) 8 (0?) {200 = (o n”® + )
i

2

1

- (E + %) (7 p°p” +npp”)

(o€ 4 (1 v) + (@ = B)] po

NI
4+ (i + %) [Eroopp? 4 (s v) + (a < B)| po

<1+ 1 31>Waﬁ}
Nt == — = | pP'pp
ptoopPp?r o Ept

—i2me (po) 6 (p? — p2) {_ (77“” B p“pl/> <naﬁ B pozpﬁ>

G G

+ Kn‘“ - ZL];O[) (?7”5 - p”€ﬁ> +(a e ﬁ)]
7 7

i [ opao (v PP
+@[5 <ﬁﬁ—7>+(MHV)+(@H5)]po}

La quantizzazione della teoria ¢ ottenuta con la prescrizione
{A,B}" — —i[A, B]
e imponendo debolmente il vincolo di gauge sugli stati fisici

(0u1)" |@f) =0
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Funzioni a due punti

Il commutatore di due campi a tempi diversi e
DI (1 = g) = [ (2), 6 (y)] = AV (3~ y)
ed e sempre decomponibile in due parti a frequenza positiva e negativa tali che
D™ (2 =) = WO (@ — )

DO (5 — y) = — W0 (y — )

e determinate univocamente dalla richiesta di soddisfare le equazione del moto
O Wy (w —y) =0
con la condizione al contorno
WOU (Az) -0 per A—oo e 22<0

La funzione W ¢
WO (& —y) = [670 (2), 6" ()]
e tale che o o
WO (p)y = WD (p)
Il propagatore S ¢ per definizione
§@G) (x—1y) =0 (xg— y0) 157415 (z —1y) + 0 (yo — x0) W @@ (y — )

e soddisfa I’equazione del moto con una sorgente puntiforme immaginaria

0Py SM ) (& = y) = 58" (x — y)

11



Elettrodinamica

Il propagatore ¢, nello spazio dei momenti

. i 1 pp?
SHY () = — _-
(p) p? + i€ [ Ep? + ie]

1 .M
- |PW 44— EHrP
pQ—/ﬂﬂ'e[ p? e p”]

con

” ,  D'p
PH :nu

Gravita

Il propagatore €, nello spazio dei momenti

l

Quvofs _ o pvf B pra) _ v paf
SH@F]M%WWP+WP)2WP}
_1 nHe pypﬁ _'_('u R V) _'_(& Hﬁ) _3pupypapﬁ
3 p? e (p? +ie)”
_; [p;wpaﬁ _ (PuaPuﬁ + Ppapyﬁ)
P — 2 + e
—ZH Do : (guaapﬁu + guaapﬁu + guﬁapau + guBaPau)
2 p? + i€
con v
P — n;u/ o Z; p :
pe + 1€
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Realizzazione dell’algebra

Per realizzare I'algebra quantistica definiamo
H={l®)}
ove

‘ ) {%7 () ( 1),¢(“1)( )(p pz) ¢(u1 (ph- -,pn),---}

gbgﬂ)m(un) (p17 7pn)
indica un tensore completamente simmetrico rispetto allo scambio
(wi, pi) < (15, p5)

Il prodotto scalare puo essere definito come

(@] ) = Z/dpl /dpn

(2m)?
O oy (P15 o D) WD 1y (pr) VB () 90000 (py . py)

Si possono definire le azioni degli operatori di campo, in accordo con ’equazione del
moto e le regole di commutazione.
Per determinare i stati fisici, si impone la condizione di gauge

(@) )

e si analizza la norma per determinare quali gradi di liberta funzionali contribuiscono
agli elementi di matrice.

13



Elettrodinamica

Gli stati ad una particella sono del tipo

[@1) = {0, 65, () + ¢, () ,0,0,0, ...}

con
o) (p) € Vo'

‘b?u) (p) € sz

La condizione di gauge
(0, A4")" () |P1)
implica
pagb?éo) (p) =0

Come conseguenza, la norma coinvolge solo la parte a massa |u|
TR 1 *Qu (1) 16}
(1] ®1) = —Q/dp W(b(m (p) Pof; (p) ¢(ﬂ) (p)

ove P(ig) (p) ¢ il proiettore

(87

1 p '
pwas (p) = = [(naﬁ _prp ) + lgaﬁppp]
7

112

PO%) (p) ha un solo autovalore non nullo pari a 1 e I'unico contributo non nullo alla
norma e positivo e proviene dal corrispondente autovettore

PY () 7 (p) = fa (D)

Quindi, la teoria contiene una sola eccitazione fisica a massa |p|.
Il generico stato fisico ad una particella e

|(I)f1> = {07 277'\/}7_0(1 (p) fa (p) ,0,0,0, }

con a(p) €V, tale che

[ &plam)l =1

14



La forma esplicita del vettore di polarizzazione e

1 1= p
" (p) = ipp® —ppt |
20 (p§ — 1 L1 0,,2
—ppT —pp
La fase 3 (p) non e completamente arbitraria. Infatti
0
i lim -
po- L 1. 1 (5~ 000))
2 p
|1
con
P
0 (p) = arctan <Z?>
Siccome
lim 6 =
im0 (p) =7
si deve scegliere
1
B(p) = mﬁ () +7 ()

con 7 (p) funzione arbitraria ma regolare.
Soltanto in questo modo la fase arbitraria, rappresentata a questo punto da v (p),
diventa completamente ininfluente, e puo quindi essere posta uguale a zero, ottenendo

1 1* = pj .

. it0(p)
") = ———| i —p’pt |
2p* (P — 1*) L o

—iup" — p’p

15



Gravita

Anche in questo caso, la teoria contiene una sola eccitazione fisica a massa |p|.
Il generico stato fisico ad una particella e

|(I)f1> = {Ovﬂ- 2p0a (p) faﬁ (p) 7070707 }

con a (p) €V’ tale che

[ &l =1

La forma esplicita del tensore di polarizzazione e

pg — 1 Pt —ipp® p°p* +dpp!
. 2 . .
1| ot — ipp? @’ —ipp?)” (P°p" — ipp?) (0P + ipp")
Vs (10)2272 Py — 1 P — 12
. , o
o0 . (0°ph —iup®) (P°p® +ipp") (P°p? + ipp?)
P°p* + iup —— TP
Do — K Do — K
o K
¢ Tl )

Da notarsi infine I'analogia con il caso dell’elettrodinamica

' (p) = f*(p) f” (p)

Questo implica che lo spin del gravitone sia due volte quello del fotone.

16



Osservabili

La conoscenza della funzione di Wightman permette di espandere i campi in modi
normali

- d? o o |
o) (z) = / #\/Tpo (W0 (p) g (p) e + WHOO (5) af, (5) ]

In entrambi i casi in esame, il campo fisico € del tipo
of) (@) =a [ D" [a ) 19 () e+ a* () 1" (0) €]
e dalle regole di commutazione segue
[a(p),a (@)] = 0> (7 - @)

[a(p),a(g)] =0
" (p),a" (g)] =0
L’azione degli operatori a (p) e a™ (p) puo essere ricavata da quella dei campi e mostra
che essi creano e distruggono gli stati fisici ottenuti.
Le proprieta degli stati fisici vengono determinate dall’analisi dei generatori del gruppo
di Poincaré, e lo spin e dato dallo scalare di Pauli-Lubansky
1

S
2|

Eap P MM

17



Elettrodinamica

La matrice di spin del campo vettoriale A* e
(X)) =" — Ty
I tensori energia-impulso e del momento angolare canonici sono
TR — pP) gv Ap — "L
MHeB — gouB _ pBrpue o p(n) (Eaﬁ) AT

pT
e le loro cariche

Pt = /d2f: (7?’) ()" A, (x) — "L (x)) ;
MW = /dzf: [x“ (7?” (x) " A, (z) — n”°L (ZL‘)) — (7?” ()" A, (x) — "L (x))

72 (@) (D), AT (a)] :

Il campo fisico e
A5 @) = V2 [ " [a(p) £ () 7 4 a* (p) 17 (p) ]
Dalle proprieta del vettore f* (p) segue che esso soddisfa i vincoli
1
A (z) — ;‘gﬂaﬁaaflfﬁ (z) =0

9, A% () =0

e la sua equazione del moto si riduce a

(O+p?) A} (2) =0

18



Si trova
Py = / d*pp*a’ (p)a(p)

My =&t [ a5
|1l

« () (2;) a(p) + Lot (p)a <p>}

S
) ) ) ) 1 .
MY =tPi+ [ d°p |a* 09 | a +£ Eptat (p)a
=1+ [ p{ ») (2p )+ e ) a p)

e 'algebra di Poincaré e soddisfatta.
Su uno stato fisico puro ad una particella

(@1 (k) = a” (k) | o)

segue
(Pp1 () PF|®py (R)) = K

(@51 (k)| Sy |g () = ﬁ

Quindi, V'operatore a™ (k) crea un fotone di massa |u|, quadrimpulso &*, spin

polarizzazione f* (k).

19
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Gravita

Tutto procede come nel caso dell’elettrodinamica, prestando attenzione alle proprieta
di trasformazione dei campi tensoriali h** e k¥,
Il campo fisico e

W (@) =2 [ dp" [a(p) £ () e + a* () S (p) €]
Dalle proprieta del tensore f* (p) segue che esso soddisfa i vincoli
1
v af v vaf _
Wy (p) — o (1980, hgg” () + E"P0uhys" ()] = 0
by (2) =0
W () =0
e la sua equazione del moto si riduce a
(O +12) B (2) =0

I generatori hanno la stessa forma che nel caso dell’elettrodinamica, ma con spin
doppio.
Su uno stato fisico puro ad una particella

@1 (k) = a™ (k) [®go)

segue

(®p1 () Py [Py (R)) = K

(®1 (k)| Sy @1 (K)) = 2&

Quindi, operatore at (k) crea un gravitone di massa |u|, quadrimpulso &*, spin pal

|1
e polarizzazione f* (k).
In entrambi i casi, un scelta di fase diversa da quella effettuata porta a generatori
fisici che non chiudono I’algebra.

20



Risultati e prospettive

I risultati sono i seguenti:
1. Entrambe le teorie hanno una sola eccitazione fisica a massa ||

2. 1l fotone ha spin ﬁ mentre il gravitone ha spin 2%
H H

3. Gli stati fisici sono descritti da tensori di polarizzazione che contengono una fase
legata allo spin: e?®); questa fase influenza le previsioni fisiche ed & 'unica
accettabile

4. B stato sviluppato un metodo sistematico per l’isolamento delle eccitazioni
fisiche delle teorie di campo

Le principali prospettive possono essere:

1. Implicazioni pratiche della fase di regolarizzazione infrarossa nel caso dell’elettro-
dinamica

2. Futuro confronto degli stati della gravita con quelli della sua formulazione al
primo ordine

3. Applicazione del metodo di isolamento delle eccitazioni fisiche ad altre teorie di
gauge

21



Formalismo hamiltoniano per
sistemi con derivate di ordine
superiore nella lagrangiana

Consideriamo una generica lagrangiana
L=/ ((b(i)’ 3;@(@')7 8“8”(#”, 3#31/3%)(2‘)’ )
Le equazioni di Eulero-Lagrange sono

oL oL oL oL
_ AM oy - AP - =
960~ P a@em) T gamaem ~ P gamaargny T =0

In una trasformazione di Poincaré infinitesima
oxt = w*, " + b

le variazioni sono ]
5¢(l) — §ww (Euu)(l) (j)(b(])
i 1 v i j
5 (3a¢( )) = 5w (z+ ap)( ) ) (3p¢(J))

i 1 v 7\ (% j
5 (0ad") = 5 W (8" ap” )™ ) (9,0:6)
con ) ) )
(2.2 D gy = (2D (188 — (89" — i) 60)

(505" ) = ()W (0005 — [(8hm™” — Sun) 0 + (Sf5m™™ — S5mP™ ) 88 o)

22



Se 'azione rimane invariata si conservano i tensori energia-impulso e del momento
angolare

oL oL '
TMV = MY : . ' . (Z)
e <3 0,09 "5(0,0,60) ) ¢
oL oL |
N - v @) _
(a (8u8a¢(l)) 8p8 (8M8a8p¢(z)) + ) 9 (aa¢ )
0,T" =0
M,uaﬁ = xC“THB _ {L‘BT“O‘
oL oL O
Y ; | (Des A
<3(3u¢(’)) 8”8(8“0@(2)) + ) (=) o
oL oL © |
- af e } ()
8“M“0‘5 -0

Se la lagrangiana contiene derivate fino all’ordine n, le equazioni di Eulero-Lagrange
sono di ordine 2n
0*L

§S L ., 0L 00 B
5¢(i) o 5*¢(i) 0 §* (ao(b(i)) +09°0 5% (80¢(i)) w =0

Per ottenerne una forma hamiltoniana della teoria & necessario introdurre 2n — 1
nuove variabili.
Si definiscono le variabili

q_ 98 0L g L g FL
S d) “aeal) e edl) s word)
, a=1,2,...n

supponendo che la lagrangiana non sia degenere

528
d“(uwww@w«mwwm>¢o
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Eseguendo la trasformazione di Legendre generalizzata
a—1 . :
(@0) o — qb% , a=1,2,...,n

(aO)ana ¢(Z) N 71—[(;]) , a= 17 27 )
£ H =m0 -

seguono le equazioni di Hamilton generalizzate

80¢(i) = o a=1,2,...n
[a} 5*7T[a] 9 g Ly eeny
(@)
607T£?)} :—5*—}(1; , a=1,2,....n
0"y

Il formalismo canonico rimane intatto definendo la parentesi di Poisson come

) o (SAGD YBEG _ FBEH FAGD
A(Z,t d°z
{A( / (5*¢(l Z,t) o [a]( 1) 5*¢[a]( (1) 6 7T([(zl)} (Zt))

Le equazioni di Hamilton generalizzate si scrivono nel modo convenzionale
0. _
o) = {1}

et = )

e le parentesi canoniche sono

{¢%Z;% (@1).6 (5.1} =
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A meno di una quadridivergenza, i tensori energia impulso e del momento angolare
si possono scrivere

ot = vt — (et o)
M =0~ 68 (o) (2 10

con la generalizzazione

e (28 _ o - -
(7)) = (a (3:67) (a+1) &na (0md.00)) +(a+2) ama"a (0m0n0,0(1)) )

oL oL
— [ ——— —(a+2) 6y, :
(a(amfsal]) ) O Gntl)

oL
+ (a + 3) 0,0, R )
0 (OnOnOutiuen)

oL oL
+9°9° (67(8@&2]) — (a+3) ama (&n@w(” )>

[a+2]
oL
+ (a+4) 0,0, TN ) —
0 (Om0n0ud(y2)

Quindi, tutto procede come nel caso convenzionale, lavorando in uno spazio delle fasi
esteso e prestando attenzione alle proprieta sotto trasformazioni di Poincaré.
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