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Capitolo 1

Introduzione

Uno dei campi di ricerca piu affascinanti della fisica teorica moderna ¢ senza dubbio la
quantizzazione della teoria della gravita di Einstein [1]. Il problema ¢ stato affrontato sin
dalla nascita della teoria dei campi, ma nonostante le esperienze ed i successi collezionati
nello studio delle altre tre forze fondamentali, la procedura convenzionale di quantizzazione
porta nel caso della gravita ad una teoria non finita; piu precisamente, la teoria risulta
essere non rinormalizzabile [2]. Questo costituisce un problema piuttosto grave nel quadro
generale della teoria di campo delle forze fondamentali e rappresenta un grande ostacolo allo
scopo ultimo della loro unificazione. E nata cosi la necessita di capire meglio almeno alcuni
degli aspetti fondamentali associati alla quantizzazione della gravita; i tentativi effettuati
in proposito fino al giorno d’oggi sono innumerevoli [3], e, anche se sistematicamente falliti
per vari motivi, hanno dato un notevole contributo alla teoria dei campi.

Inizialmente vi sono stati tentativi di formulare la gravita in dimensioni spazio-temporali
maggiori di quattro [4][5] nella speranza di unificare tale teoria con l'elettrodinamica. Pin
recentemente, queste teorie in dimensioni piu alte hanno riscontrato un notevole sviluppo
con la supergravita [6][7] e la teoria delle stringhe [8], teorie che non hanno tuttavia portato
ad una consistente quantizzazione della gravita, rimanendo affette da problemi fondamentali
nella riduzione dimensionale, né a nuove predizioni fisiche. Altri lavori sono stati invece
diretti ad una maggior comprensione dei problemi che sorgono nella quantizzazione canonica
della teoria originale di Einstein [9]. (Recentemente, la quantizzazione canonica della gravita
ha avuto un notevole impulso grazie all’introduzione delle variabili di Ashtekar [10]).
Infine, le ricerche di una parte della comunita scientifica si sono dirette verso teorie in
dimensioni spazio-temporali minori di quattro, con la speranza che il minor numero di
gradi di liberta permetta di ottenere risultati quantistici anche in teorie gravitazionali. Tali
investigazioni sono quelle piu rilevanti per lo scopo di questo lavoro. Prendendo spunto
dalle indagini effettuate a meta secolo in elettrodinamica bidimensionale [11], sono state
studiate anche le versioni bidimensionali e tridimensionali della gravita. (Le prime indagini
su queste teorie si trovano rispettivamente in [12][13]).

La possibilita di studiare la relavita generale in dimensioni spazio-temporali minori di quat-
tro ¢ limitata dal fatto che essa ha, in assenza di materia, dinamica banale in tre dimensioni
(per lo meno quando definita su varieta con topologia banale) e in due dimensioni non esiste
nemmeno [14]. Tuttavia, con l'avvento delle cosiddette teorie topologicamente massive [15],
basate sull’introduzione nella lagrangiana di termini, detti di Chern-Simons [16][17], che
dipendono dalla topologia dello spazio-tempo ma non dalla sua metrica, ¢ nata la possibilita



di costruire e studiare teorie gravitazionali tridimensionali pure con dinamica interessante
anche su una varieta a topologia banale. Le teorie topologicamente massive sono 'oggetto
di questo studio.

Un notevole impulso alle ricerche sulla gravita in 241 dimensioni si ¢ avuto dopo la trat-
tazione quantistica della formulazione del primo ordine [18] di questa teoria fatta da Witten
[19]. (Una breve rassegna degli studi effettuati finora in proposito si trova in [20]). In tale
approccio la curvatura viene espressa in termini delle spin connections che vengono consid-
erate come gradi di liberta indipendenti dai dreibein (analogamente a come nell’originale
formulazione di Palatini le connessioni affini venivano prese come gradi di liberta indipen-
denti dalla metrica [21][22]). In questa formulazione della gravita 2+1 dimensionale, la
lagrangiana di Einstein-Hilbert [23] viene sostituita da una lagrangiana di Chern-Simons
del gruppo non-abeliano ISO(2,1), che fornisce equazioni del moto classiche equivalenti a
quelle di Einstein purché il dreibein venga considerato invertibile. Witten ha dimostrato che
tale teoria & quantizzabile e rinormalizzabile !, fornendo cosi il primo esempio di una teoria
gravitazionale quantistica. Tuttavia, senza l'ipotesi di invertibilita dei dreibein, la formu-
lazione del primo ordine & la Witten contiene configurazioni non metriche che la distinguono,
gia a livello classico, dalla formulazione convenzionale. Quantisticamente, questo potrebbe
significare [15] che allargando lo spazio delle fasi della teoria con Iinclusione di metriche de-
generi, si possa ottenere una teoria rinormalizzabile. La gravita a la Einstein sarebbe quindi
una versione effettiva della formulazione piu generale del primo ordine, come conseguenza
di una rottura di simmetria determinata dalla richiesta di invertibilita dei dreibein. Questo
fenomeno porterebbe alla non rinormalizzabilita della teoria einsteiniana.

La comprensione delle relazioni tra le due formulazioni sembra quindi essere molto impor-
tante ed e stata una delle motivazioni del presente lavoro. Infatti, in questa tesi si trovano gli
stati quantistici liberi della teoria della gravita topologicamente massiva e sarebbe estrema-
mente interessante vedere la relazione esistente tra tali stati e quelli della formulazione del
primo ordine della stessa teoria 2. La versione del primo ordine della gravita tridimensionale
con un termine di Chern-Simons ¢ una teoria topologica pura, poiché non dipende in nessun
modo dalla metrica. Anche se di studio molto difficile, tale teoria sembra possedere buone
caratteristiche; in particolare, I’adimensionalita della costante di accoppiamento porta molto
probabilmente alla sua rinormalizzabilita, e la rottura di simmetria gia citata potrebbe dare
massa alle eccitazioni [15]. In corrispondenza, la versione metrica della gravita tridimension-
ale con un termine di Chern-Simons contiene eccitazioni massive e la sua rinormalizzabilita
sembra alquanto improbabile per la presenza di una costante di accoppiamento dimension-
ata e di infiniti vertici di interazione. Anche in questo caso, le due versioni della gravita sono
classicamente equivalenti sotto l'ipotesi di invertibilita dei dreibein, mentre le loro versioni
quantistiche potrebbero essere legate da una rottura di simmetria [19].

L’interesse delle modifiche topologiche, tuttavia, non si limita al caso della gravita tridi-
mensionale, ma si estende a tutte le teorie di gauge. Infatti in 241 dimensioni si possono
aggiungere termini di Chern-Simons sia alla usuale azione di Maxwell che a quella di Yang-
Mills [26][15]. I termine di Chern-Simons assume poi una particolare rilevanza fisica nelle
teorie di gauge accoppiate a materia fermionica; infatti, esso corrisponde ad un controter-

Va notato tuttavia che solo la gravita pura gode di questa proprietd, mentre lo studio del suo accoppia-
mento con la materia in forma gauge invariante non ¢ stato ancora sviluppato a livello quantistico [24][25].

2Si noti che la teoria della gravita topologicamente massiva nel formalismo del primo ordine contiene due
termini di Chern-Simons, uno, quello corrispondente all’azione di Einstein-Hilbert, del gruppo di Poincaré
in 241 dimensioni, ISO(2,1), l'altro del gruppo di Lorentz SO(2,1).



mine generato automaticamente dalla procedura di rinormalizzazione [27] [17] [28]. In di-
mensioni spazio-temporali dispari, esso puo essere associato alla rottura di simmetria per
inversioni spazio-temporali [17], peraltro caratteristica anche del termine di massa fermio-
nico, mentre in dimensioni spazio-temporali pari, esso corrisponde all’anomalia chirale [29].
Questa circostanza lascia intravedere la possibilita di eventuali parentele fra i meccanismi
di generazione di massa associati alla rottura di simmetrie apparentemente diverse, quali
la simmetria per inversioni spazio-temporali in dimensioni dispari e la simmetria chirale in
dimensioni pari; inoltre, la considerazione di un termine di Chern-Simons nelle teorie di
gauge libere corrisponde, in qualche modo, a contemplare il caso fisico in cui la presenza di
materia fermionica ¢ inevitabile, e lavorare con un’azione effettiva ad un loop [17]. Infine,
una caratteristica comune a tutte le teorie tridimensionali € che il termine topologico perme-
tte I'introduzione della massa in modo gauge-invariante, rappresentando cosi un’alternativa
al meccanismo di Higgs della rottura spontanea di simmetria. Inoltre, sempre nel caso
tridimensionale, esso offre 'opportunita di costruire teorie che esibiscono stati anionici con
spin e statistica arbitrari [30][31][32]. Del tutto in generale, le teorie tridimensionali si riv-
elano particolarmente importanti e utili anche nello studio di sistemi planari in fisica della
materia condensata. In secondo luogo, ogni teoria quadridimensionale degenera, nel limite
di temperatura finita, in una corrispondente teoria tridimensionale euclidea [17]; pertanto,
lo studio della versione tridimensionale di una teoria puo fornire informazioni preziose sulla
sua versione quadridimensionale [33].

Il caso dell’elettrodinamica tridimensionale ¢ gia stato oggetto di numerosissimi studi appro-
fonditi, sia per il suo interesse formale che per la sua capacita di descrivere alcuni fenomeni
elettromagnetici di difficile interpretazione, quali l'effetto Hall quantistico frazionario [34]
e la superconduttivita ad alte temperature [30]. Per tutti questi motivi ¢ quindi di es-
trema importanza la comprensione rigorosa della quantizzazione dell’elettrodina-mica in
2+1 dimensioni, un altro degli scopi di questa tesi.

Dalle analisi del contenuto fisico delle teorie della gravita e dell’elettrodinamica topologica-
mente massive svolte finora [15], emergono alcuni problemi di dubbia interpretazione causati
da divergenze infrarosse [35], e la covarianza delle due teorie sembra essere subordinata ad
una particolare realizzazione dell’algebra. Lo scopo primo di questo lavoro ¢ di derivare
rigorosamente i contenuti quantistici in stati delle due teorie con particolare riguardo ai
comportamenti infrarossi precari delle funzioni di Green in tre dimensioni; un suo interesse
secondario ¢ poi quello di mostrare come possa essere quantizzata secondo la procedura
canonica una teoria vincolata con una lagrangiana contenente derivate di ordine superiore.
La trattazione rigorosa del comportamento infrarosso delle teorie quantistiche libere ci ha
permesso di trovare gli stati quantistici di queste teorie in una forma non apparsa preceden-
temente in letteratura e che puo notevolmente influenzare la fisica della teoria interagente
anche in elettrodinamica.

Il presente lavoro tratta della quantizzazione canonica delle versioni tridimensionali topo-
logicamente massive della gravita e dell’elettrodinamica libere.

In entrambe le teorie, il termine di Chern-Simons viene costruito contraendo campi dinamici
con il tensore £*%7, producendo scalari. Il termine topologico permette di dare massa alle
particelle in modo naturale e gauge-invariante, ma rompe la simmetria della teoria rispetto
ad inversioni spazio-temporali.

L’elettrodinamica tridimensionale topologicamente massiva viene costruita aggiungendo



all’azione di Maxwell il termine
Ses = / P Lerrg,a,a, (1.1)

Esso non modifica la struttura di gauge della teoria, ma ne aumenta i vincoli; tuttavia,
questo non genera particolari problemi nella quantizzazione, poiché il gauge-fixing conven-
zionale rende la lagrangiana non degenere e permette di cortocircuitare il vincolo proveniente
dal termine topologico.

Analogamente, la gravita tridimensionale topologicamente massiva viene costruita aggiun-
gendo all’azione di Einstein-Hilbert il termine 3

Scs = /dgx

1 2
QkQMEWVF"M <a“r%p + graugrfw> : (1.2)

Anche in questo caso, esso non modifica la struttura di gauge della teoria, ma ne aumenta
i vincoli e ne altera notevolmente la dinamica a causa delle derivate di ordine superiore
che contiene; questo risulta complicare notevolmente la quantizzazione. Per estendere il
formalismo hamiltoniano a teorie con derivate di ordine superiore ¢ necessario ridurre la
dinamica al primo ordine mediante l'introduzione di nuove variabili per ogni ordine di
derivazione superiore; questo comporta un’estensione notevole dello spazio delle fasi in cui
si deve lavorare. La conseguenza piu rilevante di questa estensione consiste nel fatto che il
vincolo proveniente dal termine topologico coinvolge l'intero spazio delle fasi, in modo che
la lagrangiana rimanga degenere anche con il gauge-fixing convenzionale. Questa difficolta
viene risolta in questa tesi adottando un approccio ai sistemi vincolati dovuto a Dirac.
Allo scopo di mettere in evidenza le similitudini fra le due teorie libere, la loro analisi viene
svolta in parallelo.

Il lavoro inizia nel secondo capitolo con una presentazione delle due teorie a livello classico
che evidenzia il tipo di eccitazione e di propagazione che le caratterizza ed il tipo di vincoli
che contengono. Viene poi affrontato nel terzo capitolo il problema delle teorie vincolate
e esposta la procedura da seguire per impostare un formalismo canonico per teorie con
lagrangiane degeneri, quali quelle delle due teorie prese in esame; ripercorrendo la formu-
lazione hamiltoniana avendo cura di considerare i vincoli mediante il metodo dei moltipli-
catori di Lagrange, vengono determinate le generalizzazioni necessarie a contemplare anche
il caso di lagrangiane degeneri e viene mostrato come queste si possano riassumere in una
generalizzazione delle parentesi di Poisson. Il quarto capitolo ¢ dedicato al problema delle
lagrangiane contenenti derivate di ordine superiore, quali quella della teoria gravitazionale
esaminata. Viene fatto vedere come possa essere generalizzata la trasformazione di Legen-
dre su cui si basa la decomposizione hamiltoniana della dinamica aumentando il numero
di variabili e generalizzando la definizione di momento coniugato; vengono poi derivati i
principali risultati riguardanti le simmetrie e le quantita conservate. Nel quinto capitolo

3L’integrale in (1.2) pud essere scritto in una forma indipendente dalla metrica in termini della spin
connection w,*® secondo la

v a 2 c a
/d3xgy.>\ (Ru/\abwu b + gwub Wie U-/'Vab) )

dove
c
R,u,uab = apLWuab + Wpa Wyeb — (N A V) .



viene affrontato il problema della realizzazione dell’algebra di una teoria di campo quantis-
tica. Si inizia con un breve excursus sulle soluzioni classiche e quantistiche, mostrando in
particolare come la conoscenza delle funzioni a due punti sia subordinata alla risoluzione
di un problema di Cauchy, individuato dall’equazione del moto e dalle parentesi canoni-
che, e sufficiente alla determinazione delle soluzioni della teoria. Viene poi presentato un
metodo generale per la costruzione dello spazio degli stati e la definizione dell’azione degli
operatori di campo in esso, basato su una particolare funzione a due punti, la funzione di
Wightman; allo scopo di garantire la regolarita dell’analisi funzionale nelle condizioni di
convergenza infrarossa precaria che caratterizzano le teorie tridimensionali, vengono fatte
alcune precisazioni in materia di distribuzioni, facendo vedere in particolare come possa
essere definita rigorosamente ’azione degli operatori con l'introduzione di funzioni di test.
Viene infine mostrato come si possa eseguire un’espansione in modi normali e definire degli
operatori di creazione ed annichilazione per gli stati fisici in modo sistematico, analizzando
il problema agli autovalori relativo alla funzione a due punti che entra nella definizione del
prodotto scalare. Nel sesto capitolo viene impostata la quantizzazione della gravita lin-
earizzata e dell’elettrodinamica topologicamente massive e determinato in entrambi i casi
il problema di Cauchy relativo alle funzioni a due punti. L’elettrodinamica viene quan-
tizzata nella gauge di Lorentz secondo la procedura canonica convenzionale, e il problema
dei vincoli viene risolto con un gauge-fixing convenzionale. Analogamente, la gravita viene
quantizzata nella gauge di Landau, sempre secondo la procedura canonica convenzionale;
in questo caso, il problema dei vincoli viene risolto operando un gauge-fixing convenzionale
e applicando 1 risultati derivati nei capitoli iniziali. Nel settimo capitolo vengono risolti i
problemi di Cauchy per le funzioni a due punti; in particolare, dalla determinazione dei
propagatori si conclude che in entrambe le teorie la propagazione ¢ massiva. Nell’ottavo
capitolo vengono realizzate esplicitamente le algebre delle due teorie secondo lo schema
presentato nel quinto capitolo e determinati gli stati fisici, nonché i relativi operatori di
creazione ed annichilazione, mostrando che entrambe le teorie contengono una sola ecci-
tazione fisica massiva. Nel nono capitolo vengono usate le espansioni trovate nell’ottavo
capitolo per verificare 'algebra di Poincaré e determinare lo spin delle eccitazioni fisiche
analizzando lo scalare di Pauli-Lubansky. Si conclude che 'eccitazione della gravita ha spin
+2 mentre quella dell’elettrodinamica ha spin +1 , i segni dipendendo dal segno del coef-
ficiente del termine topologico; inoltre, viene mostrato che eventuali divergenze e anomalie
infrarosse compaiono solo come conseguenza di una definizione non regolare dei campi. In-
fine, nel decimo capitolo, viene evidenziato il collegamento esistente fra il modo di procedere
del presente lavoro e quello usato in letteratura [15], evidenziando il punto ove compaiono
le eventuali ambiguita infrarosse.



Capitolo 2

Teorie tridimensionali
topologicamente massive

Questo capitolo & dedicato alle versioni tridimensionali topologicamente massive dell’elettro-
dinamica e della gravita. Vengono impostate le teorie libere ed interagenti e determinate
alcune loro caratteristiche fondamentali [15].

2.1 Elettrodinamica

La teoria viene costruita aggiungendo alla lagrangiana dell’elettrodinamica convenzionale
un termine di massa di Chern-Simons. Il campo che descrive la teoria e il potenziale
elettromagnetico A* e la sua dinamica ¢ determinata da una versione modificata delle
equazioni di Maxwell.

La teoria convenzionale ¢ non banale, per cui ci si aspetta una alterazione dolce della
dinamica; in particolare, nel limite in cui tende a zero il coefficiente del termine di massa
devono essere ripristinati a tutti i livelli i risultati convenzionali.

Il tensore di campo e

FHY = grAY — 9V A . (2.1)
Il suo vettore duale 1
FH = ieﬂaﬂFaﬁ (2.2)
& conservato
OuF* =0 . (2.3)

Nella teoria convenzionale, le equazioni del moto sono quelle di Maxwell
OA% — oH9,AY = eJ* . (2.4)
La sorgente J# ¢ una corrente e deve essere conservata per consistenza

BuJh =0 (2.5)

=

mentre e & una costante di accoppiamento con dimensioni [m]
La (2.4) si puo riscrivere in termini del tensore di campo

0, F" = eJ” (2.6)



o del suo duale
OHFY — VFH = eEMY ], . (2.7)

Le equazioni del moto e il campo fisico F'*¥ sono invarianti rispetto alla trasformazione di
gauge
0AF = 0o . (2.8)

Per risolvere la dinamica & necessario eliminare I’arbitrarieta di gauge fissando una con-
dizione sul potenziale A*. E facile vedere che la (2.8) permette di imporre la condizione di
Lorentz

0uA" =0 . (2.9)

Le equazioni del moto si riducono allora a
OA* =eJH . (2.10)
Cio indica in particolare che le eccitazioni della teoria convenzionale hanno massa nulla.

2.1.1 Teoria libera

La lagrangiana libera ¢ data dalla somma

L=Lyax+ Lcs , (2.11)

con 1
Lyax = _ZFWFW , (2.12)
Los=5Em0,A,4, . (2.13)

Le equazioni del moto di Eulero-Lagrange sono
OAt — 010, A" + pErPo,A, =0 . (2.14)
La teoria preserva l'invarianza di gauge generata dalla trasformazione
0AF = 0g . (2.15)

Si vede che il termine di Chern-Simons & responsabile di una violazione della simmetria per
inversioni spazio-temporali, dato che contiene lo pseudotensore £4%7. Ci si aspetta quindi
un solo grado di liberta fisico poiché dei tre presenti inizialmente, uno viene eliminato
dall’invarianza di gauge e l'altro da un vincolo legato alla violazione di P e 7 [15]; infatti,
agendo con &,5,0° nella (2.14) segue il vincolo

O (€100, A5 — pA!) =0 . (2.16)

E abbastanza facile capire quale tipo di eccitazione produca la teoria. Infatti, I’equazione
del moto (2.14) si puo riscrivere in termini del tensore di campo

OuF" + £E" P Foy = 0 (2.17)

o del suo vettore duale
OMFY — 9VFF — uF* =0 . (2.18)
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Agendo con 0, in quest’ultima segue, usando la (2.17)
(C+u)Fr=0. (2.19)

Questa indica che le eccitazioni hanno massa |p|.
Nella gauge di Lorentz (2.9), le equazioni del moto si riducono a

DAY + pEMPd,A, =0 . (2.20)

Il campo fisico ha quindi massa |u| e soddisfa, nella gauge di Lorentz, le equazioni

(o+p?)ar =0, (2.21)

BuA* =0 (2.22)

AP — lf:ﬂaﬁaaAﬁ =0 . (2.23)
7]

2.1.2 Teoria interagente

E interessante analizzare 'interazione con un generico campo di materia. La lagrangiana
viene costruita covariantizzando la teoria libera rispetto a trasformazioni di gauge U (1)
generalizzate, generate dalla trasformazione composta

0AF =0le (2.24)
5 = e (2.25)

La prescrizione &
ot — DF = OF +ieAH . (2.26)

Il risultato ¢ una lagrangiana di interazione della forma
LiNT = —BJﬂA“ (2.27)

ove J, ¢ la corrente di Noether conservata che discende dall’invarianza per trasformazioni
di fase del campo di materia ed e la costante di accoppiamento.
La lagrangiana totale del sistema in interazione ¢

L= Lcavce + Lyvar + LINT (2.28)
con ) .
LoAvuGE = _ZFWFW + 55“”8#14,,/1,, , (2.29)
Larar = lagrangiana libera della materia , (2.30)
Liny = —eJ A" | (2.31)

Le equazioni di Eulero-Lagrange per A* diventano:
OAr — 01O, A” + pEMPo, A, = eJt . (2.32)

Quando J* non dipende da A", come usualmente accade, questa puod essere invertita for-
malmente.
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Agendo con 9, segue I'identita

9" =0 . (2.33)
Agendo invece con Eamﬁﬁ si ottiene il vincolo
0 (81200, Ag — pAF) = e€4P00J5 (2.34)
da cui segue formalmente
EMP oAy = pA + ZEMP D]y . (2.35)

Nella gauge di Lorentz (2.9) I'equazione del moto si riduce a
OA¥ + puEH*0, Ay = eJ" | (2.36)

che con aiuto della (2.35) fornisce

(D + ;ﬁ) AF =¢ <77W + %gﬂ”aaa> J, . (2.37)
Usando il fatto J* € conservata, la soluzione formale nella gauge di Lorentz ¢ quindi
p_ _© pw | Hoepva
e (73 + e aa) T, (2.38)
con Py
PR =t — = - (2.39)

Come verra mostrato, i poli a massa zero vengono cancellati in virtu della conservazione
della corrente; quindi, anche la teoria interagente e caratterizzata da una propagazione
puramente massiva dei campi di gauge con massa |u|. Inoltre, il propagatore nella gauge di
Lorentz e

Quv i v . v
$ ) = e (P i) (240)
con 1
14 vV p p
PH = pt e (2.41)

come verra verificato nel settimo capitolo.

2.2 Gravita

La teoria viene costruita anche in questo caso aggiungendo alla lagrangiana della gravita
convenzionale un termine di massa di Chern-Simons. Il campo fisico € la metrica g"” e la
sua dinamica ¢ determinata da una versione modificata delle equazioni di Einstein.

La teoria convenzionale € banale, per cui ci si aspetta una alterazione drastica della dinam-
ica; in particolare, non ¢ detto in questo caso che nel limite in cui tende a zero il coefliciente
del termine di massa vengano ripristinati a tutti i livelli i risultati convenzionali.
L’operatore di derivazione viene covariantizzato rispetto a trasformazioni generalizzate di
coordinate, come descritto nell’appendice A, con l'introduzione dei simboli di Christoffel

1
Fa,uz/ = 59046 (a,ugﬁu + augﬁu - 869;11/) . (2'42)
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La misura di integrazione &

dr = \Jgdz | (2.43)
con
g =det (g) - (2.44)
I tensori di Riemann e di Ricci e lo scalare di curvatura sono dati da
R = 0,1%, — 0,1%, + T cT%5, —T%,T%5, (2.45)
R = g, RFP (2.46)
R =g, R" (2.47)

e soddisfano le identita di Bianchi

DpRaﬁpu + DuRaﬁpu + DuRaﬁup =0 ) (248)
D,R—-2D,R", =0 . (2.49)
Il tensore di Einstein e )
GoP = RoP — 596“/33 (2.50)
ed & conservato
D,G" =0 . (2.51)
Nella teoria convenzionale, le equazioni del moto sono quelle di Einstein
k‘2
GHW = ETW . (2.52)

La sorgente T"” & un tensore energia-impulso e deve essere conservato per consistenza

D,T" =0 , (2.53)

=

mentre k & una costante di accoppiamento di dimensioni [m]
Contraendo la (2.52) segue il vincolo

R=—kT , (2.54)

con
T = g, T" . (2.55)

Per capire il motivo dell’assenza di dinamica nella gravita tridimensionale libera, si osservi
che il tensore di Riemann puo sempre essere decomposto in una prima parte esprimibile
in termini delle sole contrazioni di Ricci ed una seconda costituita da un tensore, detto di
Weyl, che non dipende da queste ultime. Indicando nel caso generale con n la dimensione
dello spazio-tempo, risulta per n > 3 [14]

RoBuy — L (gauRﬁV 4 gﬁvRau _ gavRﬁu _ gﬁuRaV)
n—2
R
T (n—1)(n—-2)
+CoPm

(gaugﬁv _ gaugﬁu) (2.56)
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Il tensore di Weyl ha poi la proprieta di essere invariante rispetto a trasformazioni conformi
della metrica
og = pgh” . (2.57)

E possibile dimostrare che affinché lo spazio vuoto sia piatto € necessario e sufficiente
I’annullarsi del tensore di Weyl. Nel caso tridimensionale, un semplice conteggio dei gradi
di liberta mostra che il tensore di Riemann e la sua contrazione di Ricci hanno entrambi sei
componenti indipendenti e devono quindi essere completamente equivalenti; questo implica
che il tensore di Weyl sia nullo. Infatti, si ha

Raﬁ/ﬂ/ — gaﬂéﬁl’ + QBVRQH _ gaVRB/J' — gﬁ“RaV , (258)

con 1
RM = R — J9R (2.59)

In termini del tensore di Einstein, la (2.58) si scrive poi
RO — _gobremry (2.60)
Nel caso libero, si vede che le equazioni del moto
G =0 (2.61)

implicano
RO = | (2.62)

dimostrando cosi che lo spazio-tempo ¢ effettivamente piatto in assenza di materia.

In presenza di materia, invece, I’annullarsi del tensore di Weyl implica che la curvatura
dello spazio-tempo sia determinata localmente dalla materia, poiché il tensore di Riemann
risulta essere proporzionale al tensore energia-impulso della sorgente. Questo dimostra in
particolare ’assenza di dinamica nella teoria convenzionale.

Tutte le quantita fisiche della teoria sono covarianti rispetto a trasformazioni generalizzate
di coordinate; questo rappresenta un’invarianza rispetto alla trasformazione

Szt = ¢n (2.63)

La teoria completa ¢ difficile da trattare poiché fortemente non lineare. Tuttavia, l'interazio-
ne gravitazionale ha una costante di accoppiamento talmente piccola che un’approssimazione
lineare rappresenta nella maggior parte dei casi una ottima stima, rendendo cosi possibile
un approccio molto piu semplice. Inoltre, lo studio della teoria linearizzata ¢ fondamentale
per la determinazione del contenuto fisico della teoria.

Nell’approssimazione di campo debole, lo spazio-tempo subisce una curvatura molto piccola
ed e possibile trovare un sistema di coordinate nel quale la metrica acquisti solo una piccola
deviazione rispetto a quella di Minkowski

g =" + kh (2.64)

La costante di accoppiamento compare nella (2.64) allo scopo di isolare l'ordine di grandezza
della deviazione dallo spazio-tempo piatto. Come conseguenza dell’invarianza di cui sopra, il
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sistema di riferimento in cui vale la (2.64) non ¢ unico. Infatti, operando una trasformazione
generalizzata delle coordinate di ordine k

St = ket (2.65)

la metrica diventa, al primo ordine in k&

ox* Ox¥ B
= ax 349
03 0P
— nuu +k (h;u/ _ au&-u _ augu) (266)

g

Y174
gﬂ

mantenendo quindi la stessa forma con

g L L L (2.67)
Al primo ordine in k si trova
g=1, (2.68)
k
P = 5 (Ouh®y + 0h® ) = 0%hyw) (2.69)
k
Rag;w = 5 (8ﬂagha,/ — 6,,85hw + 6,,80[@3“ — auaahgy) , (2.70)
k
Ry = 5 (90" haw + 8,0 hayy — 0,00 = Ohy) (2.71)
R =k (0.05h°" — Oh) (2.72)
k o o af
G = 5 (040" hew + 0,0° ha — 0uOyh — Ol + s (Bh — 0,050 | (2.73)
> k o o 1 af
Ry = 5 |0u0%hay + 0,0%hap = 0u0yh = Ol + S (Dh — 0a0sh ) , (274
con

E facile verificare che tutti i tensori che derivano da quello di Riemann, ovvero quelli rilevanti
fisicamente nonché le equazioni del moto, sono invarianti rispetto alla trasformazione (2.65),
mentre il simbolo di Christoffel e la deviazione dalla metrica di Minkowski subiscono una
variazione

Shi = —ore¥ — /et (2.76)
Sh = —20,6* (2.77)
0T, = kB0, . (2.78)

La (2.76) rappresenta quindi una invarianza di gauge abeliana.
Si osservi poi che, al primo ordine in k, I'innalzamento e ’abbassamento degli indici avviene
con la metrica di Minkowski e la derivata covariante e uguale a quella usuale, dato che tutti
i tensori che descrivono la teoria sono nulli all’ordine zero in k.
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Per risolvere la dinamica & necessario eliminare I’arbitrarieta di gauge fissando una con-
dizione sulla deviazione h*”. E facile vedere che la (2.76) permette di imporre la condizione
armonica

1
Oy <h“” — 577‘“%) =0. (2.79)
Usando il vincolo (2.54) le equazioni del moto si riducono allora a
Or = —k (TH —ntv'T) . (2.80)

Cio indica in particolare che le eventuali eccitazioni della teoria convenzionale hanno massa
nulla.

2.2.1 Teoria libera

La lagrangiana libera ¢ data dalla somma

L=Lgin+ Lcs (2.81)
con )
LN = ﬁ\/gR , (2.82)
1 BAV TP o 2 o 13
£CS - mg F o BMP vp + gr ﬂ£F vp . (283)
Le equazioni del moto di Eulero-Lagrange sono
1
g =Gg" - -Cc*" =0, (2.84)
0
con 1
OW = —ErBD, Rg" . 2.85
\/§ a3 ( )
Il tensore C'* & simmetrico
E s CM = LDQG% =0 (2.86)
V9

e conservato

1
D,CH = ﬁgwﬁ [D,, Do) G

1
= ——E" (RuappG* + Ruap”Ga’)
2./9 paBp pap B (2.87)

= %gvmgﬁogﬁp
= O 5

sicché anche G risulta simmetrico e conservato ed ha quindi le stesse proprieta del tensore
di Einstein G**.
Contraendo la (2.84) segue il vincolo

R=0. (2.88)
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La teoria rimane covariante rispetto a trasformazioni generalizzate delle coordinate generate
dalla trasformazione

Szt = ¢ (2.89)

E facile capire che la teoria acquista dinamica; infatti, usando la (2.60) e le equazioni del
moto (2.84), si vede che il tensore di Riemann non & piu nullo, ma si puo scrivere

ReBuwv — _gcaBp cprt Gpr

1 2.90
— _goBpgut (ng) _ ;gaﬁpguwcm ] ( )

Il primo pezzo corrisponde ad una parte di Ricci ed € nullo in virtu delle equazioni del moto,
mentre il secondo pezzo ha tutte le caratteristiche di una parte di Weyl

1
by _ __504,3P5W/7'Cp7_ , (2.91)
i

dato che esso risulta essere invariante rispetto a trasformazioni conformi della metrica
ogh” = pgh” . (2.92)

Si vede poi che il termine di Chern-Simons ¢ responsabile di una violazione della simme-
tria per inversioni spazio-temporali, dato che contiene lo pseudotensore £287. Ci si aspetta
quindi un solo grado di liberta fisico poiché dei sei presenti inizialmente, tre vengono elim-
inati dall’invarianza di gauge, uno dal vincolo (2.88) e un altro da un vincolo legato alla
violazione di P e 7 [15]; infatti, agendo con E,,,D” nella (2.84) e usando la (2.88), segue il
vincolo 1

EapyDPRY + —D,D’R,” =0 . (2.93)

app 13 P o

E abbastanza facile capire quale tipo di eccitazione produca la teoria. Infatti, tenendo conto
della (2.88), 'equazione del moto (2.84) si puo riscrivere come

OM o5 () R* =0, (2.94)

con 1
o = 1Y — ——EMP 4D, . 2.95

Agendo con 0O, (—pu) nella (2.94) segue
(DaDa + ,ﬁ) R = —g" R,3R*® + 3RMRY,, | (2.96)

Questa indica che le eccitazioni autointeragiscono e hanno massa zero o |ul.
Nell’approssimazione di campo debole (2.64), la lagrangiana si puo prendere come

L=LgN+Lcs , (2.97)
con 1
LEIN = —§huyG’W , (2.98)
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1

Los = 2—(sa,wc:‘wauhf . (2.99)
1

Essa produce equazioni di Eulero-Lagrange che sono 'approssimazione al primo ordine in
k della (2.84) e si scrivono esplicitamente

{0 — DL — 0 Oph® + 0 h — ™ (Oh — 9, 93h*" )
_ 1
24
=0.

[£0999, (Dhg — 0 03*5) + €299, (Dhgh — o315 )] } (2.100)

Usando il vincolo (2.88) rimane

(DR — QPO — O D h® + OPO¥ R
1
2
=0 .

[£1950,, (Bhg” — 070\ 5) + £7200, (Dhgh — 94Oz )] } (2.101)

I vincoli (2.88) e (2.93) diventano
Oh — 0a0sh™® =0 , (2.102)

0(Ohy” — 0a0,h™ — 07007 o + 000" h) + fEapd” (Oh™ — 8" 0,h™) =0 . (2.103)

La teoria preserva l'invarianza di gauge generata dalla trasformazione
OhHY = =gy — QVEr . (2.104)

La (2.96) diventa poi
(o+u?) B =0. (2.105)

Questa indica che le eccitazioni della teoria linearizzata hanno massa zero o |u| e non
autointeragiscono al primo ordine in k.
Nella gauge di Landau

o =0, (2.106)

le equazioni del moto si riducono a

1
W + 99"h — o (£79%0,0hg" + £"70,8hg") =0 . (2.107)
1
Le eccitazioni a massa zero della teoria sono reminiscenti della teoria di Einstein e sono

triviali. Il campo fisico ha quindi massa || e soddisfa nella gauge di Landau le equazioni

(D + MZ) R = () (2.108)

9 =0, (2.109)

h=0, (2.110)

I (£79%00hg" + £ Dahg") =0 . (2.111)

24
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2.2.2 Teoria interagente

E interessante analizzare 'interazione con un generico campo di materia. La lagrangiana
viene costruita covariantizzando la teoria libera rispetto a trasformazioni di gauge SO (2,1)
generalizzate, generate dalla trasformazione composta

ozt =& | (2.112)
Sip = eswas=y (2.113)
ove wqg indica il generatore della parte di Lorentz della trasformazione (2.112)

W = % (9eEr — areY) (2.114)

e X% & la matrice di spin del campo di materia.
Purtroppo, non esiste un modo semplice e generale per determinare ’accoppiamento; tut-
tavia, nel caso semplice di campi di materia tensoriali, la prescrizione ¢

nt — g | (2.115)
ot — DM | (2.116)
Br — Jfgdx . (2.117)

Il risultato & comunque una lagrangiana di interazione che si puo scrivere formalmente nella
forma

1
LiNT = 5\/§TW (¢ —n") (2.118)

ove T}, ¢ la corrente di Noether conservata che discende dalla invarianza per traslazioni
spazio-temporali del campo di materia.
La lagrangiana totale del sistema in interazione e, sempre formalmente

L= Lcavce + Lvar + LINT (2.119)
con . ) )
AV
Lcavce = ﬁ\/gR + 2]{2”5“ I'\s ((%TUWJ + gl“(’ﬂgl“gw,) ) (2.120)
Lyrar = lagrangiana libera della materia , (2.121)
1
Lint = 5V9Tw (¢ =) (2.122)
Le equazioni di Eulero-Lagrange per g" diventano
12 174 1 174 k2 v
GH = G — —CM = T (2.123)
o 2
Agendo con D,, segue l'identita
DT =0 . (2.124)
Contraendo segue il vincolo
R= kT , (2.125)
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mentre agendo con &,,, D’ si ottiene il vincolo

v 1 D v D U k2 v
Eapu DG + = (PaDPR, = DD Ra") = S Eapu DT . (2.126)
Per analizzare il contenuto della teoria si puo considerare 'approssimazione di campo debole
(2.64). La lagrangiana totale del sistema in interazione diventa

L =Lcavce + Lyar + LinT (2.127)
con ) )
Loaven = —ShwG" + o s GO OMh,P (2.128)
1
Ly ar = lagrangiana libera della materia , (2.129)
k
Lint = STwh . (2.130)

Le equazioni di Eulero-Lagrange per h*” sono esplicitamente

{0 — GO = 0 Oph®H + 0 h — ™ (Oh — 9, 93h*" )
_ 1
24
= kT .

[swﬁaa (Dhﬁv - a”aAh*ﬁ) + EveBy, (Dhﬁﬂ - auakhkﬁ)] } (2.131)

Quando T* non dipende da h*”, come usualmente succede, questa puo essere invertita
formalmente.
L’identita (2.124) si riduce a

0T =0 , (2.132)

mentre i vincoli (2.125) e (2.126) diventano

Oh — 0,05h™® = kT | (2.133)

1
Eapud® (DI = 0°0,™) = =0 (Oho” = QaDch™ = 0“0 + 0a0'h)

i , (2.134)
-3 [%Waﬂ (T4 = T) = = (B0 + 060" T
Usando queste due, I’equazione del moto (2.131) diventa
O
<1 + ?> (TR — QRALBOY — D uh + DHO” h) —
k1 pofB v vaf 1%
=313 (£1900,T5" + 7290, T5") (2.135)
1
ST VT) = (0 + 040 T |
Nella gauge di Landau
O =0 (2.136)
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questa si riduce a

(O + ) (O™ + 01¥ h) = —g |11 (£1950, T + €700, Ty

(2.137)
P2 (TH — v T) — (0 4 0h9) T |
mentre la (2.133) fornisce formalmente
k
h==T. (2.138)
|
Usando quest’ultima nell’equazione del moto (2.137) si ottiene infine
k oMo
— (0 = ) P T
(2.139)
la quale, notando che
2 1 1
L (2.140)
D@+p?) O O+p
fornisce
k(1 oro”
hHY — -3 {E [QnuanVB —9 (nuv - ) naﬁ]
1 %
S [E (ere20,m™ + EvPd,mn) (2.141)

oY
+ (?7“” S Da ) n*’ — 2?7““77”5] } Top -

Usando il fatto T"” ¢ conservato, la soluzione formale nella gauge di Landau ¢ quindi

k(1
v __ ") = vpafB aprfB Bpra
B _Q{D[zpﬂp prapyi — puspral
1
naprp paprB _ purpas
5 [praprs 4 praprd — puvp
+%% (guaapﬁu +guo¢a7)ﬁu _|_guﬁa7pow +guﬁa7)au)]}Taﬁ ,
(2.142)
con P
PR = — = . (2.143)

Come verra mostrato, i poli a massa zero vengono cancellati in virtu della conservazione
del tensore energia-impulso; quindi, anche la teoria interagente & caratterizzata da una
propagazione puramente massiva dei campi di gauge con massa |u|. Inoltre, il propagatore
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nella gauge di Landau e
i

p? + i€

i

S (p) =

_p2—,u2—|—ie

con

[(Propes 4 puopro) — apmpos]

prvpab _ ( ppaprf | peaprp
| ( )

_ H Do ;wzapﬁu uaaPﬁu uBaPau uBaPau ]
22ﬁ+4e@ +€ +€ +€ )
(2.144)

y ., p'pY
P = v e (2.145)

come verra verificato nel settimo capitolo.
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Capitolo 3

Sistemi hamiltoniani vincolati

In questo capitolo viene presentata la rassegna di un approccio hamiltoniano ai sistemi
lagrangiani vincolati dovuto a Dirac, mettendo in rilievo i punti di maggior interesse per il
presente lavoro [36][37][38].

3.1 Formalismo hamiltoniano

Si consideri una generica lagrangiana

L:/d%m , (3.1)

£=2c (e 000) . (3.2)
Le equazioni di Eulero-Lagrange seguono dal principio di minima azione e sono date da

oc ., oc

— - —x=0. 3.3
0D 0 (orep) (3:3)
Il momento coniugato a ¢ &
oL
N= e . 34
0 = 5 (@0 (3:4)

L’hamiltoniana e ottenuta con la trasformazione di Legendre
H— / LEH (3.5)

H =m0 - L, (3.6)

ed ¢ conservata, come facilmente si vede usando le equazioni del moto (3.3).

3.1.1 Lagrangiane non degeneri

Se la lagrangiana € non degenere

2L
det <a(30¢<i>)a(80¢<j>)> £0, (3.7)
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la relazione

Ty = (i) <¢(j),3“¢(j)) (3.8)
& invertibile rispetto a 8%¢(?), poiché il relativo jacobiano ¢ non nullo
O = 9% (9, 0, 7)) (3.9)

e I’hamiltoniana puo essere riespressa in termini delle variabili canoniche e delle loro derivate
spaziali

H= / 2IH (3.10)
H="H (¢(i), a’“qﬁ(i),w(i)) . (3.11)

Le equazioni del moto possono allora essere scritte in forma hamiltoniana; infatti, dalla
(3.6) segue, usando le (3.3) e (3.4)

. A oL ~ oL ;
dH = / &z la%%w o+ mnd0de®) — o ——=__dp®» — 7_3%&”]
@ a (orpl) 9 (or) (3.12)
_ / 7 (~0"xVdg) + 006V dmy)
mentre dalla (3.11) segue
dH = /dQ.f OH —oF oH do@) + a—HdTr(i) (3.13)
o) d (aw(i)) i)
Per confronto seguono le equazioni di Hamilton
; OH
00 — 27+
0°¢ . (3.14)
(@)
o) = _ | O gp OM : (3.15)
220! 0 (8%(1))
Data una variabile dinamica
G = / 476 (¢<i>,a’f¢<i>,w<i>) , (3.16)

la sua evoluzione temporale ¢ data da

d.,_ 9 - e 09 oH  9G (OH .. OH
G G+/ " K&W 7% (5’%(”))5%) O i) <3<f>(” 0 5(0’“¢(i))>]

(3.17)
E utile a questo punto usare la definizione di derivata funzionale data nell’appendice A,
guadagnando cosi in trasparenza.
In questo modo, le equazioni del moto di Eulero-Lagrange (3.3) si scrivono

FL .y L
§* (b(i) 5 (50¢(i))

=0, (3.18)
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e la loro versione hamiltoniana (3.14) e (3.15) si riduce a

6*
0
? gb (5 7T(z) ’
; 0*H
Or® — _
0% i)
La (3.17) diventa poi
d 2 (t) 0*H (1) G (t)
al = +/d (5*¢(> t) 0*my (2,1)  6* gy (5t

Definendo la parentesi di Poisson come

. Z,t) 0"B(y,t)  0"B(y,t
4@ 0y = /d2 (5*¢(>(Zt) 0 (G 00 (3,

la (3.21) si puo scrivere come

d 0
@G §G+{G,H} ,

e le equazioni del moto (3.19) e (3.20) come
el = {tb(i),H} ’
Or = {ﬂ(i),H} .
Inoltre, dalla (3.22) seguono le parentesi canoniche
{60 (@,t),69 @)} =0,

{W(i) (f’t) » T(H) (g’t)} =0,

{69 @ 1), 7 @0} =60 (T —5) -

3.1.2 Lagrangiane degeneri

Se la lagrangiana & degenere

0L
o (s me) =

la relazione

T = T <¢(j),au¢(j))

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.27)

(3.28)

(3.29)

(3.30)

non e invertibile rispetto a Boqﬁ(i), poiché il relativo jacobiano & nullo. Questo indica la
presenza di un certo numero di vincoli coinvolgenti le variabili canoniche che discendono
direttamente dalla lagrangiana e dalle equazioni del moto; essi vengono detti vincoli primari

e sono in generale incompatibili con le parentesi di Poisson canoniche (3.26), (3.27)
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poiché quest’ultime valgono nell’ipotesi che la lagrangiana sia non degenere; introducendo
il segno di uguaglianza debole & per indicare uguaglianze incompatibili con le parentesi di
Poisson canoniche, tali vincoli si possono scrivere come

4 (69,0801, 70) ~ 0 . (3.31)

Come conseguenza di questi vincoli, 3°¢(?) ¢ H non sono pitt determinati univocamente in
termini delle variabili canoniche, ma acquistano un’arbitrarieta che si puo esplicitare con-
venientemente aggiungendo all’hamiltoniana canonica (3.5) i vincoli (3.31) con dei moltipli-
catori di Lagrange, ottenendo cosi I’hamiltoniana piti generale possibile che sia debolmente
equivalente a quella canonica

jz / 2iH (3.32)

H=H +u~H . (3.33)

Le equazioni del moto hamiltoniane diventano allora

@ = o H / d*zu 3.34
4 N S*H [a]
0.6 — [0 gl ~ _ —/dQ* 0% x _
O {7? , } o I (3.35)
e sono le piu generali possibili in accordo con il principio di minima azione ed i vincoli

(3.31).

Si vede quindi che la decomposizione hamiltoniana soffre di una ambiguita generata dai
vincoli; ovviamente, tale ambiguita, rappresentata dai coefficienti indeterminati u,, ¢ solo
apparente, e viene fissata da condizioni di coerenza globale della formulazione hamiltoniana.

3.2 Procedura di Dirac

Per risolvere I'indeterminazione presente nella formulazione hamiltoniana ¢ necessario im-
porre la compatibilita dinamica con i vincoli. In particolare, i vincoli devono rimanere
debolmente soddisfatti ad ogni istante; questo suggerisce di richiedere che la derivata tem-
porale dei vincoli debba mantenersi debolmente nulla

X (@ 1) = {x (7.0), B <t>}

{X[ o (Z,1) /d2yu w (Gt { ol (z,¢), x1 (g’,t)} (3.36)
0.

Q

Q

Possono allora verificarsi due situazioni; nella prima, la (3.36) non produce nuovi vincoli,
ma impone condizioni sui coefficienti u,), mentre nella seconda, essa produce nuovi vincoli,
detti secondari, indipendenti dalle u,. Nel caso compaiano vincoli secondari, essi devono
essere aggiunti a quelli primari e deve essere ripetuto il procedimento con il nuovo insieme di
vincoli, pitt ampio; in particolare, deve essere garantita la compatibilita dinamica imponendo
nuovamente la (3.36). Si ripete allora la procedura finché non vengano piu generati vincoli e
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siano state trovate tutte le condizioni sui coefficienti uj,). La totalita dei vincoli cosi ottenuti
viene indicata sempre con

4 (60,081, 70) ~ 0 . (3.37)

Una variabile dinamica R (gzb(i),@kgzb(i),w(i)) si definisce poi di prima specie se ha parentesi
di Poisson debolmente nulla con tutti i vincoli

{BX}~0 v (3.38)

e di seconda specie se ha parentesi di Poisson debolmente non nulla con almeno uno dei
vincoli

a] : {RX} 0. (3.39)

Questo permette di dividere i vincoli (3.37) in due gruppi, il primo dei quali contiene tutti
i vincoli di prima specie linearmente indipendenti, indicati con

vl (69,0860 0 ~ 0, (3.40)
mentre il secondo contiene i rimanenti vincoli di seconda specie, indicati con

Lp[a] (¢(i)’ak¢(i)’ﬂ(i)) ~0 . (3.41)

3.2.1 Vincoli di seconda specie

Si puo dimostrare che la matrice formata dalle parentesi di Poisson dei vincoli di seconda
specie

clill @ g.1) = {¢) (@.0), " (7.0)} (3.42)

risulta essere invertibile, nel senso che

Sty (@7 /d%ca”c] EAD Oy BR0) =602 @—5) . (343)

Le condizioni sui coefficienti uj, associati ai vincoli di seconda specie forniscono allora una
soluzione unica in termini delle variabili canoniche

UM = UM (¢(Z), 8k¢(2), 7'('(2)) (3.44)

che, usando le (3.36), risulta essere

a] 1’ t /d2y0[a][b] T y7 ){ H(g7t)7H(t)} ) (345)

mentre 1 coefficienti u, associati ai vincoli di prima specie rimangono del tutto arbitrari,
poiché in questo caso la (3.36) non fornisce condizioni su di essi.
L’hamiltoniana (3.32) ¢ quindi

a= / PFH (3.46)

(@) = (@0~ [ @yl @0 {¢" @.0.H )} e @)

+upg) (Z,t) w[a} (Z,t)

(3.47)
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cioe
A =1~ [ @7 [@5{H@.00 @0} ol @5.000 G0

(3.48)
4 / P Fug (7,6) 01 (,8) .

E poi possibile associare ad ogni variabile dinamica R una nuova variabile R’ debolmente
equivalente

R(@0) = R@0 - [ @2 [da{r@n.o @0} ol Gan el @
~ R (Z,t)
che ha parentesi di Poisson nulla con tutti i vincoli di seconda specie

{B @001 @0}~ {R@ 1), 6" (7.0)]

=0.
(3.50)
Con questa definizione, ’hamiltoniana (3.48) si scrive
()= H () + / 2 ug (7,6) 1 (7,1) | (3.51)
e le equazioni del moto (3.34) e (3.35) diventano
A L S*H' §*qlal
06 — L4 ) ~ /d% 52
0 ¢ {qb , } 5*7T(i) + TU[q) 5*7_%) (3.52)
) L S*H' 5*¢[a}
@ =70 gl ~ —/d2fua - 3.53

Per garantire la compatibilita forte dei vincoli di seconda specie con le parentesi di Poisson
basta quindi usare all’interno delle parentesi le variabili apostrofate invece di quelle originali,
ovvero eseguire la sostituzione

{A,B} — {4, B} . (3.54)

Rimane pero I'incompatibilita dei vincoli di prima specie con le parentesi di Poisson, nonché
I’arbitrarieta presente nell’hamiltoniana e le equazioni del moto attraverso i rimanenti co-
efficienti uj, che sono del tutto arbitrari.

3.2.2 Vincoli di prima specie

Si e visto che la presenza di vincoli di prima specie ¢ associata ad un’arbitrarieta reale
della teoria; questa circostanza puo avere come unica causa un’arbitrarieta preesistente
nella formulazione lagrangiana, ovvero un’invarianza di gauge. Infatti, si puo dimostrare
che la presenza di un’invarianza di gauge implica che la lagrangiana sia degenere e produce
un’incompatibilita con le parentesi di Poisson, rappresentata da tutti e soli i vincoli di
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prima specie. Alla luce di cio, si capisce che I’arbitrarieta contenuta nelle (3.51), (3.52) e
(3.53) rappresenta il fatto che la teoria € invariante rispetto a trasformazioni di contatto
generate dai vincoli di prima specie 1 (con parametri u[a}); in altre parole, i vincoli di
prima specie sono i generatori delle trasformazioni di gauge. Niente di strano, quindi, nel
fatto che l'arbitrarieta in questione non sia eliminabile; infatti, essa viene fissata da una
opportuna condizione di gauge

Gl (40, 9%¢D 70) ~ 0 . (3.55)

Per eliminare totalmente ’arbitrarieta, tale condizione deve poi essere scelta in modo che i
vincoli di prima specie diventino di seconda specie, e risultare essa stessa di seconda specie.
A questo punto, Parbitrarieta di prima specie puo essere eliminata definitivamente proce-
dendo come nel caso dell’arbitrarieta di seconda specie. I vincoli rimasti, ovvero quelli che
erano di prima specie piu quelli rappresentati dalla condizione di gauge (3.55), vengono
denotati con

Aldl (¢<i>,a’“¢<i>,w<i>) ~0 . (3.56)

Tutta la procedura di Dirac viene allora ripetuta con questi vincoli e I’hamiltoniana
H= /d%ﬁﬁ : (3.57)
H=H +u g\ ~H ~H , (3.58)

e la condizione di compatibilita dinamica (3.36) diventa
Z )\l o] (2 2
dtx (@ 1) = (N (@,0), H (1)}

~ (el (@), 1 (1)} + / dgu (1) {A (7,4), 2 (5,1)} (3.59)

Siccome i vincoli Al sono tutti di seconda specie, la matrice formata dalla loro parentesi
di Poisson

MU (7, g,1) = {4 (3,0, AP (7.1) | (3.60)
risulta essere invertibile, nel senso che
oMY (@ / M (7,7, 0) Ml (2,5,0) = 008”2 - 9) (3.61)

e la (3.59) fornisce soltanto una soluzione unica per i coefficienti u,) in termini delle variabili
canoniche

Ujg) = (¢<Z> ok p®, 70 ) (3.62)
che risulta essere
wig @0~ — [ @l @0 (A @0 1 ) (3.63)
L’hamiltoniana (3.57) & quindi
jz g / 27 (3.64)

29



() = 1 @) — [l @0 (0 @Go 8 o} @y . 66)
()= H (1) - / P27 / PG {H (1) X @0} My @ 7.0 @) . (3.66)

Ad ogni variabile dinamica R si associa allora la nuova variabile R” debolmente equivalente,
definita a partire dalla R’ della (3.49) come

R (7,1) = R (1) /dz“/dQ“ (R (1) A 70, 4) AP (4, ¢

(@, (Z,6) } Mty (2,0, 6) AP (a3, 1) .
~ R (Z,t) =~ R(Z,t) ,

che ha parentesi di Poisson nulla anche con tutti i nuovi vincoli

{R(#0) N (7,0} = {R (7), 2 (7,0) }

- / d2z / P { R (@0 A (2,0} My, (20,0 ME (@, 1)

(3.68)
Con questa definizione, ’hamiltoniana (3.64) si scrive
H(t)=H"(t) (3.69)
e le equazioni del moto diventano
. . _ 5*H/I
04 — L 4@ ~ .
P90 ={o0. A~ 5 (3.70)
. . _ 5*H/I
O =170 gl ~— . 3.71
{x0. i}~ -5 - (3.71)

Per garantire la compatibilita forte di tutti i vincoli con le parentesi di Poisson basta quindi
usare all’interno delle parentesi le variabili con il doppio apostrofo invece di quelle originali,
ovvero eseguire la sostituzione

{A,B} — {A",B"} . (3.72)

3.2.3 Proprieta

E interessante notare che la struttura matriciale della procedura permette di dimostrare che
la (3.67) si puo scrivere equivalentemente come

R (#,1) / &2z / i {R(@,0), 019 (2.0} Ky (20,008 (@,1) |, (3.73)

ove

94 (60,9560, 7 ~ 0 (3.74)

rappresenta la totalita dei vincoli e

KW (3, ,t) = {01 (2.1), 9" (3.1)} (3.75)
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e la matrice non singolare formata dalla loro parentesi di Poisson. La procedura di Dirac puo
quindi essere applicata una sola volta partendo con I'insieme completo di tutti vincoli, i quali
risultano tutti di seconda specie dopo aver fissato la condizione di gauge. Piu in generale,
data una scomposizione dell’insieme dei vincoli (3.74) in sottoinsiemi con un numero pari di
vincoli, le relative matrici formate dalle parentesi di Poisson sono invertibili e la procedura
di Dirac puo essere applicata iterativamente ad ogni insieme; questa proprieta risulta essere
provvidenziale quando il numero di vincoli & alto, poiché permette di evitare I'inversione di
matrici troppo grandi.

Infine, ¢ importante notare che la procedura di Dirac, quando applicata ad una teoria con-
tenente solo vincoli di gauge, produce gli stessi risultati del metodo convenzionale di Gupta-
Bleuler. Grazie a cio, si ottiene una notevole semplificazione se si esegue un gauge-fixing
nella lagrangiana prima di svolgere la procedura, poiché in questo modo tutti i vincoli sono
di seconda specie e quindi direttamente risolvibili; inoltre, questo modo di procedere pre-
senta l'ulteriore vantaggio di evidenziare la struttura di gauge della teoria nel suo sviluppo
quantistico, conservando la dipendenza dal parametro di gauge.

3.2.4 Parentesi di Dirac

Si e visto che la procedura di Dirac fornisce un metodo potente e sistematico di gestire i
vincoli e permette di ottenere una versione hamiltoniana consistente della teoria. Il risultato
finale che essa produce ¢ essenzialmente una ridefinizione lecita della struttura variabili-
parentesi che tiene conto dei vincoli. Tale ridefinizione puo essere trasferita integralmente
alla struttura delle parentesi di Poisson, notando che la ridefinizione (3.72)

{A, B} — {A",B"} (3.76)

¢ completamente equivalente alla ridefinizione

{A(@, 1), By, t)} = {AE 1), B(H 1)}, (3.77)
{A (fa t) , B (377 t)}* =
— {A@0), B (7.1)) (378)
- / P2 / P {A@,0),99 (2.0} Myl (200 {0V (@,0), BG.0)}
dato che

{A@@1),B (7.1} = {A"(@1),B" (5,1)} - (3.79)

Ovviamente, la procedura rimane iterabile.

Questa formulazione finale della procedura fornisce quindi una versione generalizzata delle
parentesi di Poisson, dette parentesi di Dirac, che rende consistente la teoria senza nes-
sun’altra modifica; in particolare, le parentesi di Dirac sono consistenti con la totalita dei
vincoli e questi ultimi possono essere imposti come equazioni forti

9l (¢, 980, 7) =0 . (3.80)

Diventa allora possibile, ma non necessario, riformulare la teoria in termini delle sole vari-
abili indipendenti, eseguendo una trasformazione canonica che trasformi I'insieme iniziale
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delle n variabili soggette agli m vincoli in un nuovo insieme costituito da m variabili iden-
ticamente nulle e da n — m variabili indipendenti.

Le parentesi di Dirac hanno, come ¢ facile verificare, tutte le proprieta caratteristiche delle
parentesi di Poisson; la teoria classica rimane quindi formalmente intatta, mentre la sua
versione quantistica € ottenuta con il principio di corrispondenza generalizzato

{A,BY — —i[A,B] . (3.81)

Si osservi infine che le parentesi di Dirac canoniche, ovvero quelle formate con le variabili
canoniche, non hanno in generale la struttura semplice del caso convenzionale non degenere;
questa e una conseguenza del fatto che le parentesi di Dirac sono compatibili con i vincoli
della teoria. Un modo alternativo di convincersi del motivo fisico di essere delle parentesi
di Dirac consiste nel partire dal principio di Hamilton ed eseguire le variazioni tenendo
conto dei vincoli mediante il metodo dei moltiplicatori di Lagrange; lo sviluppo formale
della teoria si articola allora sulla definizione delle parentesi di Lagrange ed il passo finale
consiste nel definire le parentesi di Dirac come le inverse delle parentesi di Lagrange. Questo
modo di vedere le cose rende conto della complessita della struttura delle parentesi di Dirac,
poiché anche una pur lieve alterazione delle parentesi di Lagrange dovuta ai vincoli produce
un cambiamento drastico nelle loro inverse.
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Capitolo 4

Formalismo canonico per sistemi
con derivate di ordine superiore
nella lagrangiana

In questo capitolo vengono analizzati i problemi che sorgono nel formalismo hamiltoniano
quando la lagrangiana contiene derivate di ordine superiore al primo. Viene sviluppato un
metodo piu generale di quello di Hamilton per ridurre la dinamica [39][40][41][42].

4.1 Formulazione lagrangiana

Si consideri una generica lagrangiana dipendente dai campi e dalle loro derivate
- /d2f£ : (4.1)

L=L (¢<i>, Mol arar e orer 9Pl ) : (4.2)
Le equazioni di Eulero-Lagrange discendono dal principio di minima azione e sono

oc oc oc oc
i - 'LL A 'LL 1/74 - 'LL v p— cee — . 4.
900~ 5anem 0 g 2 garargey T =0 43

Per mettere in luce le particolarita introdotte dalle derivate di ordine superiore, e utile
analizzare le quantita conservate come conseguenza dell’invarianza dell’azione rispetto ad
una generica trasformazione infinitesima

ozt | (4.4)

5o = 59" + 9,6V ozt . (4.5)
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Usando I’equazione del moto (4.3), si ottiene

oL 4 oL . oL .
6L = O | = 0900 + | 0" (629D ) — ¥ ———— (529
5 (o) ? +<a(auav¢<z>) (9709) = 9" 5 gugegmy (70 ))
oL A oL _
Aup&o(z)_u _pé‘o(z)
+<a(3uavap¢(1))aa ( ¢ ) g a(auavaqu(l))a ( ¢ )
oL .
o —————__ (§o¢(0)
* a(auavapgb(l))( ¢ )) +
(4.6)
Inoltre
sd3x = 9, 0xtdPx (4.7)
per cui la variazione totale dell’azione &
58 = / (6d3x£ +d3x6£)
_ / P (5L +8,02"L) (4.8)
— / P [8°L +0, (Loa")]
che da
oL oL 4
6S= [ & Szt _ 4 .| 6°p®
[ 0, lﬁ o (a@w» 9 @.0,00) ) ’
oL oL 4
—~ — 0, _ ] 6 (0,00
+<8(6H8,,¢(1)) pa(auavap‘ﬁ(l))—i_ ) ( ’ )
oL oL .
- — 4+ |60 (0,0-69) + ..
*(a@auw» 05 (0,8,0-0050) * ) (0:0:60) + ]
(4.9)

Usando la (4.5) per riesprimere tutto in funzione delle variazioni totali, segue finalmente

oL oL 2
55 d3 p [T~ _— Yol
s=| xa“{[ﬁn <a(8m<z>) 50,0, " >a ’

oL oL ;
v @) _
(6 (0,00 0) 3”6 (0,000,01) ) 0 (8a¢ ) 1 o

oL oL )
Y 9 Y= (4)
y <a 0:00) ~ 5(8,8,60) ) ”0

oL or |
- (@
+ (a(auaaqs(z')) 3pa(auaaap¢(i)) + ) J ((%(b ) + } .
(4.10)
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4.1.1 Teorema di Noether

Data una lagrangiana del tipo (4.1), si consideri una trasformazione infinitesima parametriz-

zata da £l
ozt
Bo— [a]
ozt = 65[‘1}5 ,
: I
(1) — [a]
00 = e

La variazione dell’azione ¢, usando la (4.10)
oL oL ~
08 = [ 20,3 | Ln" — | =~ — o s + - | 0701
[0 [er (e ~orsamy ) 7
oL oL , oz
— — v @) — bl
<a(auaa¢<i>) %5 .8.0.67] +...>a (0a0®) ] 5

N oL 5 oL N g™
8(8H¢(i)) ”a(aua,)(z)(i)) ag[a}

oL oL 9 (900
a — [a]
+ (a (0100 ™) apa (0,000,60) + ) 9e 4. blad

Se la trasformazione lascia invariata ’azione
55 =0 veldl |

segue, data Darbitrarieta di €17, la conservazione della corrente di Noether

oL oL .
JE = | Lot — — 9 : 1 ove®
@ [ L (awuw) 5 (00,00) ) i

oL oL A Oz
_ - v (9,60 — v
<a(auaa¢<i>) 0 G (@,000,0) +> 0 (929") ] oell

N oL or . ™
0(0u9W) "0 (0u0,0) ) OEM
R B X O
9 (0,0a00) 0 (0,0a0,00) ) ol T

-
ully =0 .

4.1.2 Tensori energia-impulso e di Lorentz

(4.11)

(4.12)

(4.13)

(4.14)

(4.15)

(4.16)

L’invarianza dell’azione sotto trasformazioni di Poincaré garantisce la conservazione del

quadrimpulso lineare ed angolare; infatti, si consideri la trasformazione

ozt = wh,x¥ + b |

35

(4.17)



1

5o — 5 i (EW)(Z') (j)¢(j) , (4.18)
i 1 v i j
5 (0260) = Sw (2070 ) (9,69) (4.19)
i 1 v 7 (2 j
5 (20059) = L (509 ) (00,09 (a0

wy, ¢ la deviazione antisimmetrica della trasformazione di Lorentz dall’identita, b* una
traslazione uniforme e (X )(Z) (j) la matrice di spin dei campi ¢(i), mentre le matrici

(E“”ap)(i) G)» (E“”agm)(i) (j)» -+~ sono le matrici di spin delle derivate dei campi 1 e sono
(2a?) Gy = ()9 ()08 — (S0 — 6n) 85 (4.21)

(S0 gy = () () 500F — |Gk — Sk O + (Sfm"™ — dm"™) d2] o3 (4.22)

La (4.10) fornisce allora per la variazione dell’azione

oL oL X
6S = | &z, |t — | ——= — —9 — = 1+ . |§eW
/ “[” (a<au¢<z>> ”a<auap¢<z>>+> ’

oL oL _
B - v @) —
(3 (3M8a¢(i)) apa (au5a0p¢(i)) - ) ? (80,(;5 ) ] by
Llp N R A (i)
+2/d xap{[ﬁn“ <8(6p¢(i)) 8p8(6“8p¢(i)) —|—...>6 )
_ oL oL N
<3 (04000 ™) %% (0,020,60) © ) 0* (0201 1 x

oL oL ~
— Mo _ o (1)
lﬁn <8(6M¢(i)) %3 0,0,00) + ) 27¢

oL oL 4
B - o @) _ A
<3(6u6a¢<“) a”a(apaaapqs(i)) +> 0 (0201 1 x

oL oL @
T . (2N o)
i <8(3u¢<’>) a”a(auaqu(z)) * ) ( ) (4)®

oL oL (i) .
— — 0 - Ekoae ) 85 ()
+<5(3u8a¢<l>) ”a(auaaapw))* )( ) m( ¢ )

—|—...}w)\a .
(4.23)
Se questa € nulla sono conservati i tensori energia-impulso e del momento angolare
oL oL -
Twzgnw_< __p ) ove
9 (0,0 ?0 (0,0,00 )
0.00)  3(8,9,00) o

oL oL .
- -9 : ] 87 (0™ ) — ...
<a(aﬂaa¢<z>) ”a(a#aa(?pgzs(z))Jr ) ( ¢ ) ’
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MHeB — popuf _ pBuo

oL oL @) A
ST . | (2B ()
+ (8 (({“)M(b(Z)) apa (au8p¢(l)) + ) ( ) (3)¢ (4'25)
oL oc 0 .
L Oy o | (B992) () (0edD)) +
! <3(0u8w<”) * D (02020,00) )( 2) 0 (0:09) +
T =0, (4.26)
MM =0 . (4.27)

4.1.3 Variabili generalizzate

La forma delle quantita conservate viene notevolmente semplificata introducendo le seguenti
variabili generalizzate

() _ () -0\ __ 9L ., 0L
Oy =" (W[l})“ FICZ0) 0 9 (0102 ¢®) T
TN _ au (i) = (#) :L_ o 0L
(g&m) oo\, (77[2})#1/ PICEZ0) o 3 (kv 9) tes
TN _ auap (i) - (i) _ oL _ A oL
(9f)" = 0400, (7)) o Fararare®) O alareraraegy T
(4.28)
Infatti, in questo modo, la corrente di Noether (4.15) si scrive come
~ ox
neo_ v_ (& af..gv (@] v
Tla [5"“ (7o) "0 (¢ )aﬁ...] Dell
o (30) (4.29)
~ ap... af...
T (”(z)[nl) g Dle]
ed i tensori energia-impulso (4.24) e del momento angolare (4.25) come
THY — Lot — (7. pef... v 5@)n] 4.30
n (W(@)[n]) ((75 )ag... ; (4.30)
af _ .« o ~ T... o Ao... () () [n
N — o _ giguay (s Ve (00, 20)0 L (GOM) (43

Si vede quindi che la formulazione lagrangiana ¢ estendibile in modo semplice al caso gen-
erale in cui la lagrangiana dipende dai campi e dalle loro derivate di qualunque ordine;
inoltre, con le definizioni fatte, tutto ¢ covariante.

4.2 Formulazione hamiltoniana

Per ottenere una versione hamiltoniana, ovvero del primo ordine nel tempo, della teoria, e
necessario eseguire una trasformazione di Legendre generalizzata capace di decomporre il
sistema di equazioni differenziali lagrangiane in un sistema di equazioni differenziali hamil-
toniane piu esteso, ma del primo ordine nel tempo, e generalizzare il formalismo canonico.
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Risulta di grande utilitad usare sin dall’inizio le definizioni di derivata funzionale e vari-
azionale date nell’appendice A.
Le equazioni del moto di Eulero-Lagrange si possono allora scrivere

608 0L o 0L 0.0 O°L B

500 ~ 590 O 5 gy TP 5 (gogmy ~ =0 (4.52)

4.2.1 Decomposizione della dinamica

Nel caso convenzionale in cui sono presenti solo derivate prime nella lagrangiana, le equazioni
di Eulero-Lagrange sono del secondo ordine
0*L o 0L
5*¢(i) 5* (30¢(i))

=0 (4.33)
e possono essere disaccoppiate in una forma del primo ordine nel tempo introducendo una
nuova variabile per la derivata temporale

Pl — 70 (4.34)
A questo scopo € conveniente introdurre il momento coniugato

6 &L
i) = 5 (099 Y (0960) = 9 (00®)

(4.35)

supponendo per semplicita che la lagrangiana sia non degenere per garantire la regolarita
del cambiamento di variabili

528 92/
det (5 (0960 5 (8%(]‘))) = det (5 (@96®) 8 (80¢(j))> #0 . (4.36)

L’equazione del moto (4.33) diventa

0*L

550 = ') - (4.37)

Eseguendo allora la trasformazione di Legendre

D — 70 (4.38)
L—H=mrude" - L, (4.39)
seguono le equazioni di Hamilton
, 0*H
040 — 2 77 4.4
0*H
0 N = ——
9" 9@ (4.41)
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che rappresentano effettivamente una versione del primo ordine nel tempo delle equazioni
del moto. Infatti, il differenziale dell’hamiltoniana ¢, usando le (4.35), (4.37)

- - 0*L , 0*L -
_ 2 ) 0 4 (3) 0 4 (3) e VX () I 0 (%)
dH = /d 2 [W(l)d@ $9) + 8%, o’ — 5 (a%(i))d(@ é )]

e (4.39)

(4.42)

Ma I'hamiltoniana puo essere espressa come funzione delle sole variabili canoniche, ed il suo
differenziale ¢ anche

) 5" H
dH = / P27 <5*¢(@> dg? + = ()dw(l)> . (4.43)

Confrontando le (4.42) e (4.43) seguono allora le (4.40) e (4.41).
Nel caso in cui siano presenti anche derivate seconde nella lagrangiana, le equazioni di
Eulero-Lagrange sono del quarto ordine

o* 0*L 0*L
=Y — —° —|=0. 4.44
Per ottenerne una forma del primo ordine nel tempo ¢ necessario introdurre tre nuove

variabili al posto delle derivate temporali

Ve — kO

(4.45)
9% — s (4.46)
9°9°9%) — 7 (4.47)
A questo scopo € conveniente definire la variabile
k@ = 900 (4.48)
ed i momenti coniugati
0S 0*L 0 0*L
@) = 05G)) 8% (9041 -0 070 4(3)
TEPI) @) 5 (@0%0) o
o 9. oL P oL (4.49)
0 (09¢) 0 (0901 g(®) 9 (099% ) ’
0S 0*L oL
5@ = 5

(9900p(®) T o (898906 - 9 (99960 (4.50)

supponendo per semplicita che la lagrangiana sia non degenere per garantire la regolarita
del cambiamento di variabili

o 525 et 0%L 0 451
¢ 5(303%(1‘))5(303%(]‘)) —dae 5(303%(@'))5(305%(]‘)) 70 (4.51)
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L’equazione del moto (4.44) diventa

e dalle definizioni dei momenti segue
Eseguendo allora la trasformazione di Legendre generalizzata
PP — kO (4.54)
%) — O (4.55)
9°9°3%( — 7 () (4.56)
£—H=muk® + 54 (%) - L, (4.57)
seguono le equazioni di Hamilton generalizzate
A * [
) = " , (4.58)
(5*7’(’(2)
oo = S (4.59)
(S*S(Z)
0*H
0 .
0" (s 5750 (4.60)
O H
0
0 S(4) _—5*/€(l) 5 (4.61)

che rappresentano effettivamente una versione del primo ordine nel tempo delle equazioni
del moto. Infatti, il differenziale dell’hamiltoniana ¢, usando le (4.48), (4.49), (4.50), (4.52),
(4.53) e (4.57)

2= % 0 /(¢ 07.(2 07.(2
A = [ & [ dk® + 06 Vdm + sy (°K) + Pk sy

5* o*L , 6*L ,
(z (i) _ __ 07.(4)

— / &2 w(i)dk(i) + 86O dny + syd (kD) + KOs, (4.62)
(@@ — () + s ()) Q) —s(i)d(aok<i>)}
= / &7 (80¢(i)dﬂ(i)+30k(i)ds(i) nde — s dkD)

Ma I’hamiltoniana puo essere espressa come funzione delle sole variabili canoniche, ed il suo
differenziale ¢ anche

* H
- [ 2z (0 4 (i) Lo
d / & <5*¢(z dé 5*k(z> ik > T dri) + %5 s i)

(4.63)
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Confrontando le (4.62) e (4.63) seguono allora le (4.58), (4.59), (4.60) e (4.61).
E facile a questo punto estendere il formalismo al caso in cui siano presenti derivate fino
all’ordine n nella lagrangiana; le equazioni di Eulero-Lagrange sono di ordine 2n

FL 5L o 0L 040 5*L
N —~ o ~n /N 8 e ~N ~n N 8 8 P — 0 . 4.64
5*¢(z) (5* (ao(b(z)) S* (3030¢(z)) + §* (803080¢(z)) ( )

Per ottenerne una forma del primo ordine nel tempo ¢ necessario introdurre 2n — 1 nuove
variabili al posto delle derivate temporali

"6 — ofy) (4.65)
2 . i
(60) o@D ¢f?j , (4.66)
n—1 . :
(%) ¢ — o) (4.67)
(6°)" 6@ — =), (4.68)
n+1 . i
()" 60—l (4.69)
(30) (b( ) 7'('[(1] . (4.70)
A questo scopo ¢ conveniente definire le variabili
¢f€7‘3 - (ao)a_l gb(Z) y  a= 1’ 27 R (471)
ed i momenti coniugati
o ) 0*L 0*L 0*L
WEZ)} - 5 (302(2‘)) - 5* <50¢(i)) 4 5* (305%5(@')) + 0% 5* (aoaoa%(i)) o
[a] [a] [a] [a] (4.72)
, a=12,...n,

supponendo per semplicita che la lagrangiana sia non degenere per garantire la regolarita
del cambiamento di variabili

6°8 92L
det <5 (09" ¢@) § ((9°)" ¢(j))> = det (6 (@) 6) 3 ((29)" ¢(j))> #0 . (4.73)

L’equazione del moto (4.64) diventa

0*L
5= O (4.74)
0%
e dalle definizioni dei momenti segue
0*L a a
Aol a=12.n-1. (4.75)

()
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Eseguendo allora la trasformazione di Legendre generalizzata

a—1 . .
(80) Q) —>¢g . a=1,2,...,n, (4.76)
2n—a . .
(80) o — 7'('[(;]) , a=1,2,...,n , (4.77)
L—H=mrd ) — L, (4.78)
seguono le equazioni di Hamilton generalizzate
a%sf 0 ?} a=1,2,..n, (4.79)
S
(%)
8077([‘;)] _ o —1,2,..,n , (4.80)
o)

che rappresentano effettivamente una versione del primo ordine nel tempo delle equazioni
del moto. Infatti, il differenziale dell’hamiltoniana e, usando le (4.71), (4.72), (4.74), (4.75)
e (4.78)

dH = / 27 [x8ld (")) ) + O}y d )
IxL ) d0x L 0 4@ o* L 040
W~ s (@) -~ sy d (9%40)
* ) * (9% * (90

. / @7 [wl3)d (8°0())) + 00
-l - (o) ) -
(EZ g @) 4 (@0ln) - iy (30¢[n1)]
/ 27 (%0, drn() — O m((Jdel,) ) -

(4.81)
Ma I'hamiltoniana puo essere espressa come funzione delle sole variabili canoniche, ed il suo

differenziale ¢ anche
dH = / dzf( O g+ XL H) . (4.82)
Ol o
Confrontando le (4.81) e (4.82) seguono allora le (4.79) e (4.80).

4.2.2 Variabili canoniche generalizzate

Alla luce di quanto visto appare chiaro che anche la formulazione hamiltoniana ¢ facilmente
estendibile al caso in cui la lagrangiana contiene derivate fino all’ordine n; infatti, la gener-
alizzazione del formalismo si riassume nel definire come variabili indipendenti i campi e le
loro derivate temporali fino all’ordine n — 1

. a—1 .
=@ amran 59
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ed associare ad ognuna di esse un momento coniugato definito dalla generalizzazione

W__ 05 49 .n. (4.84)

T, .
(4) 040 7
5 (0%},
E allora facile vedere che il formalismo canonico rimane intatto; infatti, data una variabile
dinamica
[a]’ al’

la sua evoluzione temporale ¢, usando le equazioni di Hamilton generalizzate (4.79) e (4.80)

G O*H 0*H &G

—G = —G + /d% T 0 : (4.86)
0" Pla] " M(s) 07 Ppg) 0

Definendo allora la parentesi di Poisson generalizzata come

G = [ 3G (9] 0%6(). ol 0¥l ) (4.85)

7 TR (7, )5*( t) B (y*)a*A(*t)
{A(Z,t),B(¥,t)} /d (5*¢ e ( e 5*¢ E ’t)) . (4.87)

1) 8 m) (2
la (4.86) si scrive

d 0
50 = 5,6 16, H} (4.88)
e le equazioni di Hamilton generalizzate (4.79) e (4.80) diventano
0 (4)
0 (ba] = {¢[a]aH} ) (4.89)
[a] _ [ la]
O = {x( H} . (4.90)
Inoltre, dalla (4.87) seguono le parentesi canoniche
{%] (Z,1), ¢f§f (y?t)} =0, (4.91)
{nld@n.,= @0} =0, (4.92)
{o @ 0,70 G0} = 60500 (F =) - (4.93)

Si noti infine che le variabili canoniche generalizzate coincidono con la componente zero
delle variabili generalizzate introdotte nella formulazione lagrangiana solo nel caso in cui la
lagrangiana contenga le sole derivate prime dei campi.

4.2.3 Tensori energia-impulso e di Lorentz canonici

E importante verificare che le cariche corrispondenti alla conservazione dei tensori energia-
impulso e di Lorentz rappresentino effettivamente il quadrimpulso lineare ed angolare. De-
finendo

PF = / it (4.94)

MM = / d?ZMO (4.95)
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la conservazione durante il moto ¢ assicurata dalle (4.26) e (4.27)
'Pr=0, (4.96)

M =0, (4.97)

mentre per identificare P* e M* rispettivamente con il quadrimpulso lineare ed angolare
€ necessario verificare che essi generino rispettivamente le traslazioni e le rotazioni spazio-
temporali

{o) (@), P} = o160 (@) (4.98)
{6 (@), M} = (240" — 20") 2] (2) + (00, ™)) (000D (), (4.99)

ove le matrici (E“"oo___m“')% ) indicano le matrici di spin associate alle gb% € sSono

(E,uu)ﬁ% G) = (Ew/)(i) G) (4.100)
(2" 0")fg] () = () ()8 — (00" — 8 &) (4.101)

(200D 5y = () 5,8085 — (B — S5 65 + (Sm”™ — Sgm'™) 8681, (4.102)

Per verificare le (4.98) e (4.99) ¢ opportuno esprimere P* ¢ M in modo conveniente in
termini delle variabili canoniche. Dalla (4.24) segue, eseguendo alcune integrazioni per parti

pr = / el Y — 0"l
5(ao¢a)
= [ @i (e —sorald)

mentre dalla (4.25) segue, procedendo similmente ed usando le proprieta delle matrici di
spin

(4.103)

e = iz o (e ) - (v - )
S , A 58
A T QI c) prp— — T QI 1))
+5(50¢(Z))( Ok +5(aoao¢(z))( ) ( ¢ )
= /in“'{x“ (UVOE — 775%(9”(;5%2) — (n“OE - WE?)](?"QS%)

+7r£‘£ (Euuoo___aﬁ...)g 0 (aaaﬁmgs(j))} _

(4.104)
Definendo allora
Q% = “0[,—77 a%; , (4.105)
v v v a v af... (Z) j
MOM = Z’MGO — X @0# +7T([z)] (EM 00... B )[a} (j)aaag(ﬁ(j) 5 (4106)
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segue
PH = / d?ze%™ | (4.107)
MW = / 2ZMO (4.108)

Diventa allora banale, usando l’equazione del moto (4.89) e le parentesi canoniche (4.91),
(4.92) e (4.93), verificare che valgono le (4.98) e (4.99); in particolare, si noti che

H # T (4.109)
ma

H =06 (4.110)
e quindi risulta, come deve

H="Pr". (4.111)

Quindi P* e MM rappresentano effettivamente il quadrimpulso lineare ed angolare. Si
noti tuttavia che i tensori T“* e M“*” non rappresentano direttamente le densita fisiche
di quadrimpulso lineare ed angolare. Questa circostanza deriva dal fatto del tutto generale
che le correnti di Noether conservate sono in realta definite a meno della quadridivergenza
di un superpotenziale e solo le cariche corrispondenti sono univocamente determinate. Ad
ogni simmetria rimane perd associata una ed una sola quantita fisica conservata, che &
appunto la carica di Noether, e 'arbitrarieta della corrispondente equazione di continuita
viene eliminata se questa e valutata su un elemento di volume piccolo ad arbitrio, come
richiesto dalla misurabilita fisica, e non puntualmente. Rimangono comunque situazione
in cui 'arbitrarieta delle densita viene fissata da una opportuna richiesta. In particolare,
¢ facile vedere, procedendo esattamente come nelle (4.103) e (4.104), che una possibile
versione, detta canonica, dei tensori energia-impulso e del momento angolare e

(_)g,u _ nauﬁ _ (WE‘Z)}) aﬂ(bfg , (4112)

MY = a0 — 20 + (n))" (0. ™) 0 1) 00, (4.113)

con la ovvia generalizzazione
(nl)" = ((9(;975@_(“1)%5—5@“%2)%6”8 - gﬁa — —)
(004 ] (0mndusy)
g (L—mw)am o
( u¢[a+1])

4 (a+3) O, oL _ )
0 (Dm0l )

00 oL B oL
+00 (78 (8 ¢fi)+2]) (a+3) 8m8 (6 augb a+2]))

+(a+4) 0,0, oL - ) -
0 (OmOnDudls o)

(4.114)
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Essa presenta il vantaggio di avere una espressione semplice in termini delle variabili canon-
iche e di permettere un calcolo facile delle parentesi di Poisson. Un’altra versione interes-
sante dei tensori energia-impulso e del momento angolare € quella soddisfacente la richiesta
di rappresentare le densita fisiche; deve quindi essere richiesta la simmetria del tensore
energia-impulso. Esiste in proposito una procedura sistematica, dovuta a Bellinfante, che
determina il superpotenziale da aggiungere [17]; la forma che si ottiene & poi

oY, (4.115)

MY = 2lOY — 2" 0" . (4.116)

L’importanza di questa ultima versione consiste nel fatto che il tensore energia-impulso da
usare per un campo di materia in interazione con un campo gravitazionale ¢ quello fisico,
ovvero quello di Bellinfante.

4.3 Sistemi vincolati

Per trattare il caso piu generale possibile, rimane da analizzare la situazione in cui la la-
grangiana, oltre a contenere derivate fino all’ordine n, sia degenere. Questo e, come visto nel
precedente capitolo, il caso di tutte le teorie vincolate; si noti poi che, incidentalmente, tutte
le equazioni differenziali di ordine dispari non possono che provenire da una lagrangiana de-
genere, e descrivono quindi sistemi vincolati. Si e visto che, per garantire la possibilita di
esprimere ’hamiltoniana univocamente in termini delle variabili generalizzate e dei momenti
canonici, € necessario eliminare le derivate temporali fino all’ordine n; poiché le prime n — 1
di queste sono definite come nuove variabili, la condizioni di invertibilita riguarda solo la
derivata di ordine n. La lagrangiana ¢ quindi degenere se, come gia visto

0L

et (3 ((9%)" ) 0 ((9°)" W’))

Tutti i momenti acquistano allora una arbitrarieta, poiché ognuno di essi contiene nella sua
definizione un termine che dipende dalla derivata della lagrangiana rispetto alla derivata
temporale di ordine n dei campi, come anche I’hamiltoniana e le equazioni del moto hamilto-
niane. La situazione ¢ quindi esattamente quella esaminata nel precedente capitolo, sempre
considerando 'insieme esteso di variabili; come conseguenza della (4.117) sono presenti dei
vincoli che legano in generale tutte le variabili e tutti i momenti

=0. (4.117)

9 (o), 060, 0" o), wl) Ol ol ) A 0 (4.118)
e che sono incompatibili con le parentesi canoniche.
Per ottenere una versione hamiltoniana consistente deve essere applicata la procedura di
Dirac. Tutto procede quindi come nel caso in cui la lagrangiana contiene solo derivate
prime, ma con uno spazio delle fasi esteso.
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Capitolo 5

Soluzioni classiche e quantistiche

In questo capitolo viene presentato un metodo generale di risoluzione della dinamica, a
livello sia classico che quantistico, basato sulla funzione di Wightman. Viene sviluppato in
particolare un metodo generale per la realizzazione dell’algebra di Weyl nel caso di teorie
di gauge abeliane con equazione del moto reale, estendendo il lavoro di Bogolubov ed altri
[43]-[52]. Viene infine sviluppato in quest’ambito un nuovo metodo, sistematico e del tutto
generale, per la definizione di operatori di creazione ed annichilazione.

5.1 Soluzione classica

La soluzione classica del problema puo essere ottenuta in vari modi; uno di questi, partico-
larmente interessante in vista della quantizzazione, ¢ basato sulla generalizzazione a tempi
diversi delle parentesi di Poisson.

5.1.1 Parentesi di Poisson a tempi diversi

La parentesi di Poisson a tempi uguali ¢ stata definita, nel caso generale in cui la lagrangiana
contiene derivate di ordine superiore, come
0 A (2t
A (Z,t) . (5.1)
T Z,t)

“B (i
6¢ Zt) ((t) 6¢(2) 5 (2
Si dimostra facilmente che la parentesi cosi definita risulta essere invariante rispetto a
trasformazioni canoniche delle variabili; in particolare, I’evoluzione temporale delle variabili
puo essere vista come una trasformazione canonica generata dall’hamiltoniana, e lascia
quindi invariate le parentesi di Poisson. La (5.1) si puo allora scrivere equivalentemente
come

. - 7,1) 6" B ( t)  6"B(y,t) "A(Z,1)
4@y, / 2 (5*¢“<z) 3() 0l (2) o ()) ’ e

con 2° arbitrario. E allora immediato estendere la definizione a tempi diversi

o 0"A(z) 0*B(y) 0*B(y) §*A(x)
(k= f (5’“#” Dol () 070 () o ;;@)' (5:3)

)
t
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Nel caso in cui la lagrangiana sia degenere, le parentesi da usare sono quelle di Dirac e la
loro definizione viene estesa a tempi diversi a partire dalla (5.3).
5.1.2 Funzioni di correlazione a due punti

La definizione (5.3) fornisce essenzialmente le funzioni a due punti della teoria.
Si definisce la funzione A come la parentesi di Poisson di due campi valutati in punti
arbitrari

ADO) (¢, ) = {6 (), 60 (4)} - (5.4)

L’invarianza della teoria rispetto a traslazioni spazio-temporali garantisce poi che essa
dipende solo dall’intervallo x — y

ADG) (z,4) = ADG) (z — y) (5.5)

e dall’antisimmetria delle parentesi di Poisson seguono le proprieta
ADU) (g — ) = —AWD (y — 2} (5.6)
(@Y™ ADG) (3 — ) = (_35)m ADG) (2 — ) . (5.7)

E immediato capire che la funzione A ¢ determinata esplicitamente da un problema di
Cauchy. Infatti, dalla sua definizione segue che essa soddisfa I’equazione di Eulero-Lagrange,
che risulta essere di ordine 2n e puo essere scritta operatorialmente come

04y A" ) (w—y) =0 . (58)

{0y @00 G0} =0, (5.9)
{ml @ 6). 7 @0} =0, (5.10)
{oly @), ([IJ)}) 7 )} 09 01e18% (& — 1) (5.11)

forniscono poi le 2n condizioni iniziali indipendenti necessarie a rendere unica la soluzione.

Infatti, ricordando le definizioni delle variabili generalizzate fatte nel precedente capitolo,
la (5.9) fornisce

Le parentesi canoniche

(89)" A9 (7 - 7,00 =0 , m=0,1,..n—1, (5.12)

che sono n condizioni iniziali indipendenti sulla funzione A e le sue derivate temporali fino
all’ordine n — 1, mentre la (5.11) fornisce

[all (1) .0 (.6)} = —00)8* (@~ ) . (5.13)
{7757;} (Y:1) , 90 (T, t)} =0 , m=23,..,n, (5.14)

che sono n condizioni iniziali indipendenti sulle derivate temporali di ordine compreso fra
ne2n—1.
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Nel caso in cui la lagrangiana sia degenere, tutto procede nello stesso modo, usando le
parentesi di Dirac invece di quelle di Poisson, e la definizione piu generale della funzione A

N

e

AV (2~ g) = (600 (@) ,60) (1)}* . (5.15)
La determinazione della funzione A si riduce quindi alla risoluzione di un problema di
Cauchy di ordine 2n. Questo suggerisce che essa sia in qualche modo capace di fornire la
soluzione del problema; infatti, essa puo essere sfruttata per invertire le equazioni di Hamil-
ton generalizzate. Si osservi a questo proposito che, essendo ’hamiltoniana una costante
del moto indipendente dal tempo, I’equazione del moto hamiltoniana per il campo ¢® puo
essere scritta come una equazione integrale per quest’ultimo, la quale puo essere integrata
per ottenere il campo ad un tempo ¢ in funzione del campo ad un tempo iniziale t.
La funzione A fornisce quindi effettivamente la soluzione del problema, a meno di una
quadratura.
Dalla proprieta (5.6) della funzione A segue che essa ¢ sempre decomponibile in due parti
a frequenza positiva e negativa tali che

ADO) (g — ) = 2O0) (3 —y) — ZOO (y — ) (5.16)
e determinate univocamente dalla richiesta di soddisfare le equazioni del moto
OV HZD yy (x—y) =0, (5.17)
con la condizione al contorno
ZOW (Az) -0 per A—oo e 22<0. (5.18)

La funzione Z rappresenta la parentesi delle parti a frequenza opposta di due campi in punti
arbitrari

Z2O0) (7 —y) = {éf@ (z), 6" (y)}* (5.19)

e le parti a frequenza positiva e negativa della funzione A sono allora date da
AF;}(i)(j) (z —y) = _ 7)) (y—x) , (5.20)
A{;}(i)(j) (x—y) = 7)) (x—1v) , (5.21)

Da queste e dal fatto che, ammesso che I’equazione del moto sia reale, la funzione A ¢ reale,
segue che la trasformata di Fourier della funzione di Z ¢ antihermitiana

AQIO) (p) = _ 7+ (p) . (5.22)

La funzione Z cosi definita non assume particolare rilevanza nel contesto classico della
teoria, se non per il fatto che essa permette di introdurre il propagatore P; la definizione di
quest’ultimo, estesa al caso di una lagrangiana completamente generica, e

POV (2 —y) =T {60 (x), ¢ (y)}" (529
o o 5.23
Anche se non & banale dimostrarlo nel caso generale, si puo verificare caso per caso che il
propagatore cosi definito ¢ soluzione delle equazioni del moto con una sorgente puntiforme

0Py PH ) (2 = y) = 5)6° (2 =) - (5:24)
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5.2 Soluzione quantistica

La teoria quantistica ¢ ottenuta da quella classica mediante il principio di corrispondenza
generalizzato

{A,B}" — —i[A,B] . (5.25)
Tutte le funzioni a due punti sono allora immediatamente estendibili al caso quantistico.
La funzione D ¢ definita come il commutatore di due campi in punti arbitrari; essa risulta
proporzionale alla funzione classica A e ne condivide quindi tutte le proprieta

DO (¢ — y) = [0 (x) 60 ()] = iADD) (z— y) . (5.26)

Essa rappresenta, allo stesso titolo che nel caso classico, la soluzione delle equazioni della
teoria.

Come la funzione classica A, anche la funzione D ¢ sempre decomponibile in due parti a
frequenza positiva e negativa tali che

DG (g — ) = WO (2 — ) —WO@ (yy — 1) (5.27)
e determinate univocamente dalla richiesta di soddisfare le equazione del moto
Og(gi)(j)W(j)(k) (z—y)=0, (5.28)
con la condizione al contorno
W®UW (Az) =0 per A—oo e 22<0. (5.29)

La funzione W ¢ proporzionale alla funzione Z e rappresenta il commutatore delle parti a
frequenza opposta di due campi in punti arbitrari

WO (2 —y) = (670 (2),670) (y)] =200 (2 - y) . (5.30)

Le parti a frequenza positiva e negativa della funzione D sono allora date da
D[Z](i)(j) (x —y) = —_w@E (y—x) , (5.31)
D[;](i)(j) (z—y) = 177421 (x—1y) . (5.32)

Da queste e dal fatto che, ammesso che ’equazione del moto sia reale, la funzione D &
immaginaria, segue che la trasformata di Fourier della funzione W & hermitiana

1917425 (p) = W)@ (p) . (5.33)

La funzione W viene detta funzione di Wightman e riveste una importanza notevole nella
costruzione della teoria quantistica. Tutte le funzioni a due punti possono essere scritte come
combinazioni lineari di questa funzione; in particolare, il propagatore S & per definizione

S0 () (x—y) =T [p® (z), 00 (y)]
— 00— ) WO (2~ 9) 40— 2) WO (y—2) (530
= iPO0) (z — ) |
e, dato che esso e proporzionale al propagatore classico, soddisfa I’equazione del moto con
una sorgente puntiforme immaginaria

o)

7
T

Ly S® Gy (=) = i6()0° (x —y) (5.35)
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5.3 Realizzazione dell’algebra

La soluzione quantistica della dinamica e, come gia accennato, completamente definita dalla
conoscenza della funzione di Wightman. Tale soluzione consiste poi in una rappresentazione
dell’algebra definita dal principio di corrispondenza, detta algebra di Weyl. La costruzione
di una tale rappresentazione presuppone la definizione di uno spazio di Hilbert costituito
dagli stati della teoria e dell’azione degli operatori di campo in esso. Le condizioni da
adempire a questo scopo sono dettate dall’equazione del moto e dalle proprieta di coni-
ugazione degli operatori, e concernono essenzialmente le definizioni del prodotto scalare e
dell’azione degli operatori. Per contemplare anche il caso di teorie vincolate deve poi es-
sere considerato il caso generale in cui lo spazio degli stati abbia metrica indefinita. Va
infine notato che la rappresentazione dell’algebra di Weyl non ¢ unica; sotto alcune ipotesi
si puo pero dimostrare che due rappresentazioni distinte sono unitariamente equivalenti e
producono quindi valori di aspettazione uguali. Purtroppo, tali ipotesi non sono soddisfatte
in teoria dei campi, essenzialmente per la presenza di un numero infinito di gradi di liberta,
e due rappresentazioni diverse dell’algebra possono, in linea di principio, produrre valori
di aspettazione diversi, ovvero fisiche diverse [53][54]. Per esempio, le prescrizioni troppo
empiriche di rinormalizzazione delle teorie di campo interagenti potrebbero, come tanti
pensano, provenire soltanto da una scelta infelice della rappresentazione di lavoro. L’unica
soluzione trovata finora a questo dilemma ¢ quella di sperare di procedere nel modo giusto
cercando di non introdurre troppa matematica ambigua nella teoria; in tal senso sono stati
fatti notevoli progressi ed € stato almeno impostato un approccio assiomatico alla teoria dei
campi che sembra promettere la possibilita di procedere correttamente dal punto di vista
matematico. La rappresentazione qui presentata e orientata su questa linea di pensiero ed
¢ stata sviluppata da Bogolubov [52].

5.3.1 Funzioni singolari e distribuzioni

La principale difficolta matematica da affrontare nella realizzazione dell’algebra risiede nella
presenza inevitabile di distribuzioni nell’analisi funzionale adoperata. Le distribuzioni sono
essenzialmente funzioni altamente singolari che sono definite soltanto quando moltiplicate
per una funzione regolare ed integrate; la richiesta fondamentale a cui esse devono soddisfare
& quella di individuare, quando viste come integrandi, un funzionale ben definito e continuo.
Per precisare ulteriormente le cose occorrono alcune definizioni [43][44].

Sia S (R™) lo spazio delle funzioni di classe C* in R™ e decrescenti all’infinito piu rapi-
damente di ogni polinomio. Una distribuzione [f] puo allora essere considerata come un
oggetto matematico la cui azione in una integrazione venga definita mediante ’assegnazione
di un funzionale continuo F': S (R") — R"

[l @le@ = (1) = Flel - (5.36)

La distribuzione [f] rappresenta quindi una regola di integrazione che deve essere valida per
ogni funzione di prova regolare ¢ € S (R") e tale che il funzionale cosi definito sia continuo.
La proprieta di continuita permette poi di definire alternativamente il funzionale associato
alla distribuzione come limite di una successione.

L’esempio piu comune di distribuzione ¢ quello della delta di Dirac; essa e definita, per
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esempio per n = 1, dal funzionale

/dmd () (z)=(0,0) = (0) VYoeS(R) . (5.37)
Dalle definizioni fatte segue immediatamente la proprieta

(@f, ) = (f,0p) Ve, €S(R") . (5.38)

Nel caso particolare in cui la distribuzione [f] sia una funzione f regolare contenuta in
S (R™), il funzionale che la definisce deve ovviamente coincidere con la sua integrazione con
una funzione di prova

[l @le@= (9= [@af @ e - (539

In questo caso particolare risulta automaticamente definita la derivata della distribuzione
tramite una integrazione per parti

[ it @) (@)

@ f.9)= [ a0 f (@)¢ (@)

(5.40)

— [ daf @) 0% (@) = (1.-0%) .
Questo suggerisce che una definizione generale e consistente della derivata di una dis-
tribuzione sia data dalla relazione

0°f, ) = (f,=0%) . (5.41)

Come conseguenza di questa definizione, I'operazione di derivazione € commutativa e in-
dividua una nuova distribuzione; ogni distribuzione [f] & quindi infinitamente derivabile e
soddisfa il teorema di Schwartz.

Con lo stesso procedimento si estende la definizione di trasformata di Fourier alle dis-
tribuzioni con la relazione

(F'[fl,9) = (f, Flel) - (5.42)

Con il dovuto riguardo ed alcune modifiche, le definizioni fatte possono essere utilizzate
vantaggiosamente per definire anche 'integrazione di funzioni localmente non integrabili in
un numero finito di punti, associandovi una distribuzione il cui funzionale di definizione
sia una versione opportunamente regolarizzata dell’integrale senno indefinito. A seconda
della regolarizzazione necessaria puo perd accadere che le proprieta (5.38), (5.41) e (5.42)
vengano a trovarsi in disaccordo con la richiesta che la distribuzione definita coincida con
la funzione di partenza nei punti in cui & localmente integrabile.

Un esempio di questo tipo, di particolare importanza nel caso bidimensionale, ¢ quello della
funzione singolare

flz) = x% . (5.43)

Essa non e definita né localmente integrabile in

]

= 0 e per essere utilizzata operativamente,

deve essere sostituita con una distribuzione [Reg H che differisca da essa solo nel punto

Hl\g|}_.

di singolarita e garantisca 1'uguaglianza
o 1
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E chiaro che in questo caso la definizione semplice

(Reg [%} ,cp) = /d2 _'x%cp(f) (5.45)

non ¢ lecita poiché f%go (%) non & integrabile Vo € S (R?) in R? e non costituisce quindi una
buona regolarizzazione. Infatti, I'integrale

1 27 € 1
Y :/ dH/ d|Z| = (7 5.46
L rme@= [ [ il e @) (5.46)

esiste solo se ¢ — 0 piu rapidamente di |Z| per £ — 0. L’unico modo di fare convergere
Iintegrale Vo € S (R?) ¢ di evidenziare in qualche modo un fattore |Z] in prossimita di
Z = 0. Questo ¢ possibile, per esempio, con la definizione

(Reg [x%] ,g0> — lim [ /< d?fx% (0 (F) — 0 (0)) + d%%gp(f)] . (547)

e—0 |Z]|>e€ x

Il secondo pezzo ¢ chiaramente integrabile Vi € S (Rz), mentre il primo pezzo e

1
. 2—»_ 2\ _ —
liy [ @ (@) = 9 (0)
) 27 € . 1 R
~ liny | da/o d|i ﬁ[(so(O)Jrac-W(O))—so(O)}

tim [~ a0 [ a1 7 G (0)
= lir% 2me’ (0)
—0,

ed ¢ quindi anch’esso integrabile Vo € S (R?). Poiché si verifica facilmente che rimane
soddisfatta la richiesta (5.44), la definizione (5.47) individua effettivamente una versione
corretta della distribuzione cercata e rappresenta una generalizzazione del concetto di parte
principale.

La distribuzione di cui sopra, oltre che rappresentare un esempio interessante dal punto di
vista matematico, riveste un ruolo importante nella fisica bidimensionale, poiché la sua an-
titrasformata di Fourier & legata alla funzione di Green del laplaciano. Infatti, quest’ultima
¢ definita come soluzione dell’equazione

ViG =46% . (5.49)
Nello spazio dei momenti, questa si scrive
PG =1. (5.50)

Per quanto visto, una soluzione di quest’ultima e

G (p) = —Reg Lg%] . (5.51)
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Usando la definizione (5.42), non ¢ difficile verificare che nello spazio delle configurazioni si
ha

G (7) = % n (7)) . (5.52)

Il fatto che la precedente sia effettivamente soluzione della (5.49) puo essere verificato di-
rettamente; infatti, dalle equazioni di Cauchy-Riemann segue

V2n (|Z]) = 276° (%) . (5.53)

Da questo esempio appare chiaro il tipo di sottigliezze presenti nella trattazione delle fun-
zioni di Green in due dimensioni; in particolare, va prestata particolare attenzione al com-
portamento infrarosso [43][44].

Si noti infine che il fatto che I'inverso del laplaciano bidimensionale sia In (|Z]) e non |7£\ ¢ in
accordo con il fatto che esso descrive il potenziale di Coulomb; infatti, una carica puntiforme
in uno spazio bidimensionale corrisponde ad un filo infinito uniformemente carico in uno
spazio tridimensionale, il quale produce effettivamente un potenziale logaritmico a lungo
raggio nella sezione bidimensionale in questione.

5.3.2 Spazio degli stati

Armati delle definizioni fatte, ¢ possibile dare una definizione dello spazio degli stati che
preveda anche ’azione di operatori coinvolgenti distribuzioni.
Si consideri lo spazio vettoriale H

H— {|0)} (5.54)
costituito dalle sequenze
@) = { @0, 6" (01) . 68" (prp2) s Y (py, o p) ) (5.55)
ove
o)) (py, .. pn) € S (R (5.56)

indica, limitandosi al caso bosonico, un tensore completamente simmetrico rispetto allo
scambio
(i pi) < (1, p5) - (5.57)

Lo spazio H cosi definito costituisce lo spazio di Fock, e le funzioni ¢y, (fr0)---(kn) (P1y -y Pn)
rappresentano le componenti ad n particelle del generico stato. Per completarne la struttura
deve essere definito un prodotto scalare; tale definizione deve mettere in gioco una delle
funzioni di correlazione a due punti definite. Come conseguenza delle proprieta a cui deve
soddisfare il prodotto scalare, si rivela particolarmente conveniente usare la funzione di
Wightman. Limitandosi per il momento al sottospazio H’ di H, denso in H, contenente gli
stati con un numero finito di particelle

H ={|®) eH:Ing € N :¥n>ng o)) (py . p,) =0} (5.58)

il prodotto scalare pud essere definito, V|®) , |¥) € H’', come

(¥ 9) = z/d“-/‘;f;

Gy D1 2n) WO (1 (1) W, () 0 (1, p)
(5.59)
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Grazie alla proprieta di hermiticita (5.33) della funzione di Wightman, il prodotto scalare
cosi definito soddisfa la condizione

(B U) = (U] &) V|®),|T) € H' . (5.60)

Per definire nello spazio H' I’azione di un generico operatore A (z) in modo da contemplare
il caso generale in cui esso coinvolga una distribuzione [A (x)], si introduce l'operatore
addolcito

Alg] = / PrA(x)p (@) = (A) Yoes(R) . (5.61)

La definizione dell’azione di A [p] in H’ ¢ allora possibile e sufficiente a determinare univo-
camente anche 1’azione di A (x), poiché il funzionale di definizione della distribuzione [A (z)]
rimane cosi individuato e permette un limite in cui ¢ — §2. Definendo quindi in modo del
tutto generale

Alp]|®) =¥) (5.62)
TZJ(M) (un)( o Pn) =
_ Z/ & Q1 / &g
™’ (5.63)
A(ﬂl (ul) (vm) (P1s oo Prs Qs ooy @y P (q1) 5 ey @ (Gim))
o gy gm)

segue, poiché il funzionale definito deve essere continuo

S (5.64)
7(#1).“(#”) (pl,...,pn) =
. dq g
~ lim
¢H53/(27T)3 /(27‘()3 (5.65)

A DLy D Q1 e G B (1) s ()

U (g1 am)

Infine, per ottenere lo spazio degli stati H occorre completare lo spazio H’. Tale comple-
tamento risulta pero unico soltanto se la metrica ¢ definita positiva, proprieta ovviamente
soddisfatta nel sottospazio fisico di H.

5.3.3 Operatori di campo

Sistemata cosi la questione delle distribuzioni nello spazio degli stati, possono essere definiti
gli operatori di campo. Per questo vengono trattate separatamente le parti a frequenza
positiva e negativa, poiché, come verra verificato, corrispondono alle parti di innalzamento
ed abbassamento dell’operatore

¢ (2) = ¢ (2) + 67D (2) . (5.66)
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Procedendo nell’ottica illustrata, si definiscono Vo € S (R3)

= [ %6 @) () = (69.0) (5.67)
50 [l = [ gt @) g @) = (670,0) . (5.68)
5Ol = [ e @) e @) = (670,0) . (5.69)
con le seguenti azioni in H’
(6914 rq>>)(“”'“(“") (91, 00) =
(5.70)

Z ¢(ﬂl (ﬂm ! /Jm-H) (ﬂn) (p17 ooy Pm—15Pm+1, 7pn) W(Z)(“m)ﬂﬁ (pm) )

(69 1¢) \@>)ff”'"(“") (b1, o) =

(5.71)
G @) 6D (o py s pa) B (—p)
(60 16119)),"" " 01, =
(11)---(pn) (1) (tn) (5.72)
= (¢* O[] [@)) (Pr - pn) + (67D [g] 9)) (P, ) -
Segue
(670 @) 19" (1) =
;o ' ' (5.73)
T Z (Ml) (1)t 1)..-(pin) (p17"'7pm—17pm+17"'7pn) n(l)(pm)elpmx )
1) n)
(670 (@)12)"" " (o) =
7 ‘ (5.74)
— Vn¥1 / Ly ) (p) 904 60) (,py - p) e
(gb(l) (x) |<1)>) ) (pl’ apn) =
" (5.75)

_ (¢+(i (2 )‘@)(m) (pn) (DLs oo ) + ((ﬁ’(i (x )’@)(ul) (pn) (P1opn) -

Per dimostrare che gli operatori definiti in questo modo soddisfano I’equazione del moto di
Eulero-Lagrange in H’, ¢ sufficiente dimostrare che in H’ risulta

o W] =0 vpes(R) (5.76)

ove W(i)(j) indica l'operatore ottenuto integrando totalmente per parti I'operatore O(i)(j);
infatti, la precedente, insieme alla (5.67), garantisce che, Vo € S (R3)

(’)(i)(j)(ﬁ(j) [¢] =0, (5.77)



da cui segue in particolare che ' ‘
O(Z)(j)gb(j) () =0 . (5.78)

A questo scopo, si osservi che nello spazio degli impulsi, gli operatori O(i)(j) e W(i)(j) si
riducono a polinomi complessi indicati con

O(i)(j) (p) , (5.79)
W () (5.80)

che, ammesso che ’equazione del moto sia reale, soddisfano le relazioni
W4 () = 0" (p) (5.81)
0" (p) = 0D ;) (=p) | (5.82)
W*(i)(j) (p) = W0 G (=p) - (5.83)

Usando le precedenti relazioni si trova, Vi € S (R?) e V |®) € H’
. : (p1)---(n)
("0 (W] |2)) | (1, s Pn) =

1y . )
n Z ¢(M1) (Mm 1)(Mm+1) ( n) (p17"'7pm—17pm+17---7pn) O*(l)(“m) (pm)@(pm) )
(5.84)
(i i (k1) (pn)
(679 V0 0] 19)) " (1, i) =
(5.85)

= V”“/# k) () op ) (9, p, o pn) 0D ) () 8 (<)

da cui segue, sfruttando il fatto che la funzione di Wightman e soluzione dell’equazione del
moto, Vo € S (R3) e V|®),|¥) € H’

(U] ¢+0) [W(i) . 90} D) =

:i Z/ dgpl /dp;g,¢ ) (P15 pn)

; ; (5.86)
W(m)( (P (p1) ___O*(Z)(Vm) (Pm) W*(um)(“m) (Pm) ‘__W(Mn)(yn) (pn)
¢(V1) (Vm 1)(Vm+1) (n) (pla"'7pm—17pm+17"'7pn)¢)(pm)
=0,
(W] ¢~ [Wi) 0] 9) =
d3 d3 b d3 DPn
_Z\/n—i— / / 7)13_._/( )31/Jm) () (P15 -5 Pn)
(5.87)

W(m)(m) (p1) ...an)@n) (pn) 095y (0) W9 ) (p)

¢5h2(1M) (w )(

=0.

P, P1s ey Pn) P (—D)

o7



Quindi, ¢ () e ¢~ (z) sono entrambi soluzioni dell’equazione del moto; in particolare,
la loro somma ¢ () & anch’essa soluzione.

Una seconda richiesta da verificare, sempre nel caso in cui ’equazione del moto risulti reale,
& I'hermiticita dell’operatore ¢(*) (z) rispetto al prodotto scalare definito. Questa puo essere
dimostrata tramite il risultato piu forte

(qﬁﬂi) [gp])+ = ¢ D [p] Voreale e S (RB) (5.88)

che garantisce in particolare che ¢®) (z) coincida con la sua parte hermitiana. Infatti, se
pesS (R3) ¢ reale, la sua trasformata di Fourier soddisfa la proprieta

¢(-=p)=¢" () , (5.89)

per cui, Vi reale € S (R?) e V|®),|V) € H si ha

17 d*p Bpm-1 [ Ppmi1 d*pn

N zjl n 2 / (271)3“./ (2m)? / (2)? / (2m)°
d3 m T 7 *70 >

[/ 3W(Mm)( ) (Pm) ¢(m),,,(un) (P1,-s0n) @ (pm)]

WD o (pr) W Em=) - (D) WD (gt - W), (D)
¢(V1) (Wm—1)(Vm+1)-- (Vn)(

_Z/dgpl../dp)’g

V1 / LW 00 (p)yrnsl un>(P7p1,--,pn)<ﬁ*(—p)1

P1y -y Pm—15Pm+1, 7pn)

W(M)(Vl) (p1) -"W(Mn)(un) (Pn) ¢£ly1)m(yn) (P1; s Pn)
= (@[~ [g][¥)"
(5.90)
da cui segue, per definizione di operatore aggiunto, la (5.88).
L’ultimo passo necessario per dimostrare che le definizioni fatte realizzano I’algebra di Weyl
consiste nel verificare che gli operatori di campo introdotti soddisfino le regole di commu-
tazione giuste; sfruttando i risultati gid ottenuti, si ha, Vi, x € S (R3) e V|®) € H/

. . (11)---(1in)
("D [t [ @) " (b1, pa) =
1 n . . - -
n (n B 1) k,m=1
k#m

P1y---s Pm—1,Pm+1y -+ Pk—1, Pk+1, apn) 3
(5.91)
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(6016~ ] rq>>)(“”'“(“") (pr, s ) =

=vn+1)(n+2) /

¢£zl(2l)(ﬂl) (pn )(

/ g ?gw( (i @WD0 (@@ (-p)x(-g)  (5:92)
paQapla---,pn) s

(6@ 1100 1 12) " (1) =

n 3
= 3 [ Gt ) ()6 (o) () (599
m=1 @

Al )2 in) (0

(679 [ 679 [x H<I>>)“‘” .

3 ~ .
—Z/ LDy ) () 6 (~0) % (0o)

(p17 7pn) -

(5.94)
B i) pim =)t ) Gin) (o, s D 1y Pt 1y -ees )
+ / (9) 94 #0) (p1, e, p) & (—1) X (D) -
Risulta quindi, Vi, x € S (R3) e V|®) € H'
([6*@ ). 07 W] 18)) " (o1 ) = 0 (5.95)
([6 el 679 pa] 190)" " (o1, mm) = 0. (5.96)
([0 1ol 0+ 1] 19)) " (o) =
iy o (5.97)
- [ | PRI G X <p>] (25 (1, )
da cui seguono le regole di commutazione
[0+ [g], 6" [x]] =0, (5.98)
3 ~ . .
[0 1670 ] = [ PR PO ) 2
_ / B / Py (2) WOD (2 — ) x (1) (5.99)
—/d3 /d?’ytp 00 (2 —y)x(y) |
3
(70161670 1] = - [ RO (X
—/d3x/d3y<p (@) WO (y —2) x () (5.100)

_ / B / Py (2) DO (z —y) x ()
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3
[0 11,69 1] = [ <Z7f;3¢ (=) DV (p) X (p)

(5.101)
= [ &% [ dye @) OO @ - x () |
ed in particolare
{qﬁi(i) (z), 1) (y)} -0, (5.102)
[gbi(i) (z),47 (y)} = DO (3 —g) | (5.103)
[¢(i) (z),¢ (y)} =DOU) (2 —y) . (5.104)
Questo completa la dimostrazione di consistenza della rappresentazione illustrata.
Infine, vale la pena notare che, indicando con
1) = {wo,0,0,...} (5.105)

il vuoto del sistema, le funzioni a due punti della teoria possono essere scritte semplicemente
come

WO (@ —y) = (oW () o) () |2) (5.106)
DDG (g — ) = (9 {Qg(i) (z), ¢V (y)} Q) (5.107)
SO0 (@ —y) = (T () (2) ¢ (9)) 12 , (5.108)

5.3.4 Spazio degli stati fisici

Appare evidente che la rappresentazione introdotta non ¢ limitata in alcun modo dalla
forma particolare della funzione di Wightman e contempla anche il caso in cui quest’ultima
appartenga ad un sistema vincolato. Per capire come si riflettono le caratteristiche di una
teoria, ed in particolare il numero di gradi di liberta fisici che essa contiene, sulla funzione
di Wightman, ¢ utile analizzare la forma generale di quest’ultima. Si consideri per questo
I’equazione del moto scritta operatorialmente

0 ;16D () =0 . (5.109)

La sua forma puo essere classificata essenzialmente in due casi.

Nel primo caso, la teoria non & vincolata e ’operatore (’)(i)(j) ¢ invertibile. Come con-
seguenza, la funzione di Wightman ha autovalori positivi non nulli e genera uno spazio
degli stati con metrica definita positiva. Tutti i gradi di liberta del campo sono quindi fisici.
Nel secondo caso, la teoria & vincolata e Poperatore O®) (j) non & invertibile. Alcuni degli
autovalori della funzione di Wightman sono allora nulli o negativi, e lo spazio degli stati
ha metrica indefinita, come conseguenza dei vincoli. Questi ultimi vengono imposti come
condizioni deboli sugli stati fisici usando solo la loro parte di annichilazione

G-ldl (¢(j) (z),0"6) (z) ) 1) =0 . (5.110)

11 sottospazio degli stati fisici deve avere metrica definita positiva.

L’analisi di un sistema vincolato puo quindi essere svolta convenientemente ed & basata
sull’imposizione dei vincoli non risolti con la procedura di Dirac e ’analisi degli autovalori
ed autovettori della funzione di Wightman.
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Del tutto in generale, esistono argomenti per asserire che una teoria di campo relativistica e
locale sia caratterizzata da un’equazione del moto del tipo (5.109) con la proprieta di essere
riconducibile ad equazioni scalari; piu precisamente, esiste sempre un operatore differenziale
O’(i)(j) tale che

/(%) *®) . — 050

ove O & un operatore differenziale scalare. L’operatore @'(2) (j) ¢ detto cofattore.
Come conseguenza di questa proprieta, la forma generale della funzione di Wightman e,
nello spazio dei momenti

N
WG (p) = 276 (po Z (p2 —Mi) WwHn @G (p) (5.112)

ove i parametri u,, hanno dimensione [m] e sono funzioni dei parametri che compaiono nella
lagrangiana, e le matrici W () (p) sono hermitiane; la precedente si estende a qualunque
prodotto di operatori ed ¢ nota come rappresentazione spettrale [46]. In particolare, &
importante il fatto che il supporto della funzione di Wightman sia I'unione di N iperboloidi
di dispersione relativistica

Vi ={pe R®:p* = 2.p0 >0} . (5.113)

Questo permette infatti di analizzare separatamente le componenti a massa diversa.
La determinazione del sottospazio fisico degli stati a norma positiva si riduce alla risoluzione
del problema agli autovalori per le N matrici WHn»® () (p) sul relativo iperboloide

W@ g ) 139 o) = Mg o) £y ) . eV (5.114)

Dall’hermiticita delle matrici W#n(0) () (p) segue che gli autovalori \*» sono reali e che gli
autovettori f#n() (p) formano una base completa su V;; . Poiché la metrica interna dei campi

n®0U)  anche se piatta, non & sempre definita positiva, gli autovettori sono normalizzabili a
+1

£ ) £ ) = Fny . pEV (5.115)

e le matrici WH»(® () (p) si possono scrivere come prodotto cartesiano degli autovettori
w00 p) = £ 37 e 0) 5 @) 5" @), pevE o (5.116)
Si consideri ora un generico stato ad una particella; chiaramente, esso deve avere supporto

contenuto in quello della funzione di Wightman per avere norma non nulla, e puo quindi

pn (2) (p)

essere scritto come combinazione lineare degli autovettori f[k]

@) = {0,¢{ (#),0,0,..} (5.117)

N .
EOEDY > i () £ ) (5.118)
n=1

Le funzioni scalari arbitrarie ai‘" rappresentano a tutti gli effetti i gradi di liberta funzionali
degli stati e giocano il ruolo di funzioni d’onda.
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Prestando attenzione al fatto che ogni autovettore & definito identicamente nullo fuori dal
suo supporto, la norma del generico stato ad una particella e

o= [ )3¢*“ () W) (0) 6 (9)
- [ [ZZ o w0 w)
N
[Z ,UQ) Z(J ]lZZz]a ﬂb(ﬂ) (P)]

n=1

(5.119)

N 3
—ELY /d)e(p°)5(p2 p2) mew X ) Jofis )]

Quindi, il segno del contributo alla norma proveniente dal sottospazio generato dall’auto-
vettore f[’ﬁ(l) (p) € pari al segno di 0k (k] )\m (p); si osservi in particolare che esso dipende
dal segno di normalizzazione.

In corrispondenza di questo risultato, I'imposizione debole dei vincoli (5.110) sugli stati
fisici ad una particella si riduce all’eliminazione della porzione di autovettori che non li
soddisfa. Deve poi essere verificato, per garantire I'interpretazione quantistica usuale, che
questi ultimi corrispondano a tutti e soli gli autovettori con autovalori con segno tale da
dare un contributo negativo alla norma. Gli autovettori rimasti formano la base dello spazio
degli stati fisici ad una particella.

Per le definizioni fatte, lo spazio degli stati ad n particelle ¢ il prodotto cartesiano sim-
metrizzato di n spazi ad una particella, e la sua parte fisica rimane quindi individuata dal
precedente ragionamento, svolto nel caso di una sola particella. Come conseguenza, anche
tutto il sottospazio fisico H” di H’ rimane definito e pud inoltre essere completato in modo
unico per contenere anche gli stati con un numero infinito di particelle, poiché ha metrica
non negativa.

Infine, puo accadere che lo spazio cosi definito contenga ancora un sottospazio a norma
nulla, ovvero stati che non contribuiscono a nessun valore di aspettazione. Per eliminarli,
si definisce lo spazio degli stati fisici finale H; come spazio quoziente di H” rispetto al suo
sottospazio a norma nulla. A questo proposito, va notato che la presenza di un sottospazio
a norma nulla permette, nella maggior parte dei casi, di associare alla struttura di gauge
di una teoria una particolare operazione di proiezione; per esempio, ¢ ben noto che alla
invarianza di gauge dell’elettrodinamica corrisponde una proiezione sulla parte trasversale.
Se tutte le condizioni citate sono verificate, lo spazio degli stati ¢ quindi formato dagli stati
a norma positiva non nulla dello spazio di partenza H e soddisfacenti la condizione di gauge,
ovvero

Hy={1®) € H: (@] B) > 0,67 (z) |®) = 0} . (5.120)

5.3.5 Operatori di creazione ed annichilazione

In molte applicazioni quantistiche si rivela di grande utilita una costruzione alternativa dello
spazio degli stati, basata sulla definizione di operatori di creazione ed annichilazione, che
produce risultati compatibili con quanto introdotto finora, almeno all’interno della classe di
equivalenza definita dal prodotto scalare. L’idea di partenza ¢ di rappresentare i campi come
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sovrapposizioni di modi normali; dato che la funzione di Wightman soddisfa ’equazione del
moto, un’espansione possibile e in accordo con le equazioni del moto ¢ data da

i d3 1) —ipx 17x(1) (5 ipT
¢ (x) =/ L V200 [WOU (p) agy (p) e + WOD (p)af (p)e?7] . (5.121)
(2m) !

Tenendo conto della forma generale della funzione di Wightman, questa si scrive anche come

N
) (z) = 3 /dp“" [[/Vﬂn(l)(ﬂ) (») al(?s (p) e~ " 4 VV*Mn(Z)(J)aZ;l)m (p) esz} . (5.122)
con
25 3
Sfn d’p 2 2
— /9 — . 12
dp 2%\/% peVih 2 po (po) 9 (p M") (5.123)

Le regole di commutazione degli operatori a#»(® (p) e at#n() (p) sono determinate da quelle
dei campi. Infatti, usando la (5.121) segue facilmente

ER <w>,¢<ﬂ' ()] =
/dp/—q \/591)0)(\/%9 C]o)

5(1) — ) 6 (¢ — p17)

—i(pr— n 7 * 1 5.124
(e=ior=a) [atizs (p) it ()] WHe OB () s (q) (5.124)
+eilpr—aqy) [ +M"l(p)’ alf (qﬂ Wrkm @) (R) () Win (O (q)
+e—ilprtay) [a (), dlfy (g )} Whm @ k) (p) WHn (DD ()
+eilprtay) [ +Mn1(p)’ aﬁn( )}pkunxn(k)(p)pkunu)a>(q)) ,
Ma per la definizione della funzione di Wightman & anche
69 (2),0) ()] = WO (2 —y) - WO (3 — 2)
a3
—Z/ / q\/2p9po)(\/2q0qo)
m,n=1
(5.125)

8 (p* = i) 8 (a° — ) 66 (5 — q)
(e—i(px—qy)Wum(i)(j) (p)

—etpr—qy) 7 #pmm (4) (4) (p)) .
Per confronto segue

[t ), al™ ()] W O®) () W@ O (g) = wre @0 () 552 (7 - ), (5.126)

{a‘(‘”)l (p).alfs (g )} Wrm @O ) () @D D (g =0 | (5.127)
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{ E;l;m (p) 7a?;)ﬂn (q)} Wk (3) (k) (p) Wk (3) (1) (q)=0 . (5.128)

Per semplificare ulteriormente le cose, possono essere sfruttati gli autovettori delle matrici
WHn() &) (p) per esplicitare i gradi di liberta funzionali di a‘(‘i’; (p) e aa‘ " (p). Escludendo
fin da ora gli autovettori con autovalore nullo, poiché essi non contribuiscono al campo, si

pone

X @) ’
a9 (p) = ZM N () as () i (0) (5.129)
)\Mn( )
A k] \P ¥

In questo modo, I'espansione in modi normali (5.122) si scrive

N
Y =330 [\ @ [y @) 735 @y e+ ait o) 1O )]

(5.131)
mentre le (5.126), (5.127) e (5.128) forniscono, usando la (5.116)
|:aﬂm ( ) +pn ( ):| :l:é‘mn M(‘SQ (—»_ —) (5 132)
(%] ap alu Aﬁ? (p) p—q), .
[aﬁﬁ” (p), afy] (q)} =0, (5.133)
lafd™ (), ()] =0 (5.134)

Si vede quindi che gli operatori am (p) e a[ﬁt " (p) sono operatori di creazione ed annichi-

lazione, mentre gli autovettori della funzione di Wightman rappresentano una possibile
scelta di quelli che vengono chiamati tensori di polarizzazione. Nell’ambito della real-
izzazione dell’algebra di Weyl qui presentata, tale scelta si rivela particolarmente felice,
poiché le diverse polarizzazioni corrispondono, come verra fatto vedere, a sottospazi con
metrica di segno definito. Nel caso in cui si dovesse presentare un autovalore degenere, la
scelta dei corrispondenti autovettori puo essere fatta convenientemente richiedendo che essi
corrispondano a spin definito.

Per completare anche questa versione alternativa degli operatori di campo, & necessario
definire I'azione degli operatori di creazione ed annichilazione; queste discendono ovviamente
in modo univoco da quelle dei campi, ma essendo piuttosto difficile invertire I’espansione
in modi normali quando ¢ in gioco piu di una massa, ¢ piu facile procedere diversamente
e verificare che con una loro opportuna definizione, la nuova versione degli operatori di
campo ¢ equivalente a quella iniziale rispetto alla classe di equivalenza definita dal prodotto
scalare. Si definiscono per questo gli operatori addolciti, Vo € S (R?)

i 61 = [ iy o) () = (al) (5.135)
+“" /dQﬁa[ﬂzr" ©* (p) = (a[j;‘f‘",go*) ) (5.136)
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con le seguenti azioni

(k1) (pin)
(@i [l @) | (P1, s Pn) =

274/2pg (m (pm=1)(Bm+1)---(1n)
— 420V m—1){ftm n ey D1 s Pt 1s s P
\/— Z ¢ (pl, » D 1y Pm+1 p ) (5137)
Nk [k m *
¢f¢7<ﬂ (Pm) " (Pm)
X5 (o)
(1) (pan)
(afi[e119)), " (1) =
— 1y AW () (1) (1)
::I:\/n—Fl/dp ’I’}[k] f[k]p ( )¢n+1 T (P,Pla--wpn)@(p) .
i )
(5.138)
Segue
(p1)---(pam)
277\/ 2]9 (m (tm—1) (Hm41)--(pn)
=+ m—1){ftm n ces D1 s Pt 1s -os P
k m L,
%f{f;“‘ " (o) 0 (5= Pn)
P
X (o)
(1) (pn)
(ats () 2)) (P1, s ) =
Vn+1 N o) (@) (1) (i) (5.140)
= E o 2 I T ——— 1 b () et (ppy, e p)

X )

Per verificare che queste definizioni sono in accordo con I’espansione in modi normali (5.131)
e le azioni dei campi, basta dimostrare che

ZZ /d ﬂn\/)\T +un( )f[zlfn(l (p) eP* = = ¢t (z) , (5.141)
ZZ J@ Mol 0 5 e e 0w L G

ove il segno = indica un’uguaglianza rispetto alla classe di equivalenza definita dal prodotto
scalare

B) = [U) <= (O|®-T)=0 V|I)eH. (5.143)
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Si ha, usando le definizioni fatte, V |®) € H

N (11)---(1n)
(zzm [y o)lait @) 5 o >eimr<1>>) (b1, p0) =
=1 n

n o e (5.144)
= = 3 3 gl b)) ) (1 Dt s i)

(izm My ()(pm)f[*,‘;](“m (pm)) ¢irme

N . ' (p1)---(pn)
(sz / dp™ \[| M )|ty ) £ () —W|<1>>> (D1, Pn) =

(5.145)
¢£LJ+1#1 ) (papla---7pn)

271'\/2p

(i > Mk Ay (P) fm Y p )f[k]j)( )) Bk
Per cui, V|®),|V) € H si ha

(vl Z Sy [ " P )i @) 78 ) e 19) =

:i Z:/ o /(dp)w ™) (p1, -1 Pn)

W)y (P1) ---me_l)(umﬂ) (Pn—1) Wit 1)@y Pt 1) - Wi ) (Pn)

(ﬁ?(f,l)l.“(Vmil)(meﬁl)“.(Vn) (p17 ooy Pm—15Pm+1, 7pn) eipm:v

N
(iW(um)(um) (Pm) Z Z[k} U[k}[k}f[ k] t(e) (Pm) f[m}(ym) (pm)>

=1

3
- z/‘”“ [ ) o

m)(vl)( 1) Wi ) w1y Pr=1) Wi ) w1y Ot 1) W) v,y (0n)

( ) (Vm— 1)(Vm+1)---(Vn)(
:<\I’\¢+ (90)!@ )

P15 Pm—15Pm~+1, 7pn) epm®

(5.146)
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\mzz[k [\ X @)ty @) 712 ()77 @) =

d? &Ep, ) )
_ZV / > /( p)gzb(‘“ D (p1s s P0) Wiy s, (1) W) () ()

( ) (V1) (vn) i —ipx
Z/ 277\/% bty (P, D1, - Pn) WHD ) (p) 7P

d3p d Pn 4 i i
- Z/ 1 / )371) (1) ln) (py .. ) () vy (PL) -+ W) ) ()

iy (p) g n) (g p) e

W/

= (¥[¢~ ) (2) \‘I>> ,

(5.147)
da cui seguono le (5.141) e (5.142). Queste ultime assicurano poi che a[ K] " (p) e a[ﬁtn (p) sono
effettivamente 'uno 'aggiunto dell’altro e verificano le regole di commutazione avanzate,
come puo essere verificato esplicitamente.

Infine, le regole di commutazione degli operatori addolciti a[k] [¢] e a?,’ﬁﬁ‘ " [¢] seguono imme-

diatamente dalle definizioni fatte e sono, Vi, x € S (R?)

(p
latir o]t D] = 6™y [l] A“m ) ‘ / d*pp (») , (5.148)
[aﬁg]” ], alyy [x]] =0, (5.149)
lagd™ el o™ ] = 0. (5.150)

Gli operatori am (p) e a[j;? " (p) definiti soddisfano quindi tutte le proprieta degli opera-

tori di creazione ed annichilazione convenzionali, e le spazio di Fock puo essere costruito
alternativamente con applicazioni successive dell’operatore di creazione sul vuoto.

Questo ultimo modo di procedere fornisce un metodo sistematico per espandere i campi in
modi normali e permette un’analisi limpida del contenuto fisico della teoria.
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Capitolo 6

Quantizzazione delle teorie
tridimensionali topologicamente
massive

In questo capitolo viene impostata la quantizzazione delle versioni tridimensionali topologi-
camente massive dell’elettrodinamica e della gravita [55]; viene poi analizzato il problema
di Cauchy relativo alle funzioni di correlazione a due punti.

6.1 Elettrodinamica

Come gia accennato, il caso dell’elettrodinamica non presenta particolari problemi, ma e
interessante per la sua analogia con il caso piu complicato della gravita.

6.1.1 Quantizzazione

La quantizzazione puo essere svolta secondo la procedura canonica convenzionale. Siccome
la lagrangiana di partenza ¢ degenere, occorre fissare una condizione di gauge e considerare
i vincoli cosi ottenuti; allo scopo di ottenere risultati covarianti viene usata la gauge di

Lorentz
0, A" =0 . (6.1)
La lagrangiana diventa non degenere con il gauge-fixing convenzionale
L=Lyax + Lcs +LcF , (6.2)
con 1
Lyax = —ZFWFW ; (6.3)
Los = geﬂ“PauAyAp , (6.4)
1 2
Laor = “o¢ (OuA")" . (6.5)

Le equazioni del moto diventano

DA 4 (€ — 1) 00, A" + n€M"°d,A, =0 . (6.6)
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Agendo con 9, e E,3,0° nella (6.6) seguono rispettivamente

0(0,A") =0, (6.7)
O (&mﬁaaAg - MA“) =0. (6.8)
Il momento coniugato a A* &
oL 1
T — FuO Ll OMVAV . 70 VAV )
s T (D0 + 25 Entto (6.9)

e non produce nessun vincolo; questo conferma che la lagrangiana usata ¢ non degenere.
Le parentesi di Poisson canoniche

(AR (Z,4), A" (§.6)} = 0 | (6.10)
[ (@), 7 (50} =0 611)
{AM (f’ t) , (g’ t)} = 77“”52 (f - ?7) ) (6'12)

sono quindi consistenti, come conseguenza del gauge-fixing.
La quantizzazione della teoria ¢ ottenuta con la prescrizione

{A,B} — —i[A, B| (6.13)
e imponendo debolmente il vincolo di gauge (6.1) sugli stati fisici

(8, A")” @) =0 . (6.14)

6.1.2 Problema di Cauchy per le funzioni a due punti

Il problema di Cauchy per le funzioni a due punti si riconduce in ogni caso a quello relativo
alla funzione A

A (z —y) = {A" (z), A" (y)} (6.15)

Per definizione, la funzione A deve soddisfare 1’equazione del moto (6.6), che & del secondo
ordine

OAM (2) + (€ = 1) 0PI AY (2) + nEFPO A" (2) =0 . (6.16)

Le due condizioni al contorno necessarie provengono dalle parentesi di Poisson canoniche;
infatti, usando la (6.9), le (6.10) e (6.12) forniscono rispettivamente le due condizioni in-
dipendenti

AW (Z,0) =0, (6.17)

oA (.0) = (" + 1%577#077”0> 52 (2) | (6.15)

mentre la (6.11) produce una condizione ridondante.
Il problema di Cauchy per la funzione A & cosi definito e costituito dalle (6.16), (6.17) e
(6.18); una volta risolto, esso fornisce la soluzione di tutte le funzioni a due punti.
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6.2 Gravita

Come gia fatto notare, il caso della gravita presenta alcune difficolta, e la procedura di
quantizzazione canonica convenzionale deve essere generalizzata. Innanzi tutto, ¢ chiaro
che ci si deve accontentare di studiare ’approssimazione lineare della teoria; sussistono poi
le gia citate difficolta legate alla presenza di derivate di ordine superiore nella lagrangiana
e di vincoli complicati.

6.2.1 Quantizzazione

La strada che appare piu semplice e limpida consiste nell’effettuare una quantizzazione
canonica in uno spazio delle fasi opportunamente ampliato, operando un gauge-fixing con-
venzionale e trattando i vincoli rimasti con una procedura di Dirac preliminare.

Allo scopo di ottenere risultati covarianti viene usata la gauge di Landau

A =0 . (6.19)

La lagrangiana rimane degenere con il gauge-fixing convenzionale

L=LpiN+ Lcs +LaF (6.20)
con 1
LN = —ghuuGW , (6.21)
1
Lo = mEapgGW O h," (6.22)
21
1
_ = A v
T (9u0) (@uh7) - (6.23)

Le equazioni del moto diventano
{0 4 01" h + (€ = 1) (87 0ah + D4 0eh®) — ™ (Oh — 9, 93h°" )
1

2
=0 .

|£1990, (Ohg” — 07 0ah*5) + £ 0, (Bhg — OHOA g )] } (6.24)

Agendo con 9, 0,0, , N € gaﬁuaﬁ nella (6.24) seguono rispettivamente

O (9,h") + O (8,0-h'T) = 0 | (6.25)
0(8,0,h") =0 (6.26)

Oh — (26 +1)9,0,h"™ =0 , (6.27)

0(Ohy” — 00, h™ — 07007 o + 000"h) + pEapnd” (OW™ — 3"0,h™) =0 . (6.28)

Prima di passare al formalismo hamiltoniano, & conveniente operare alcune integrazioni per
parti nell’azione, cosa lecita poiché la nuova lagrangiana cosi ottenuta differisce da quella
di partenza per una quadridivergenza che non altera le equazioni del moto; cosi facendo, la
lagrangiana puo essere presa equivalentemente come

L=LgiN+Lcs +LgrF (6.29)
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con

Lpiv = —i [(Ophn) (O°RHY) = (Buh) (8"R) +2(8"h) (8" hy,) + 2 (8" hyur) (B,07)]

(6.30)
1 (6% (0% 14
Los = 1 Enas (°0uh," — 0°0,h, ") 0" (6.31)
1
_ 23 v
Lor =5 (0uh) (1" 5) - (6.32)

In accordo con quanto spiegato nel quarto capitolo, la presenza di derivate seconde nel ter-
mine di Chern-Simons costringe ad introdurre una nuova variabile canonica per la derivata
temporale del campo. Tuttavia, e facile verificare che non tutte le derivate temporali seconde
sono coinvolte nella lagrangiana; infatti, il termine di Chern-Simons si scrive anche

1 kpi0 _ a0pik) (90\2 7 J

Los = 1-E;j (Fh™ — 0°hik) (0°) i (6.33)

m

Quindi, soltanto le componenti spazio-spazio del campo hanno dinamica di ordine superiore,

e basta considerare le variabili
h (6.34)

ki = 9hi (6.35)

I momenti generalizzati coniugati a queste variabili sono definiti come

o 99 Lo , 6.36
Tt 00, 00m) 2 i) o

g oL
gi_ oL 6.37
9 (9o0ohij) (%37

Si trova 1
w0 = —gon® + (3 —€) on® (6.39)

0i 1 o hOi Ji 1 i
T 2—550 +(§—1)9;h +§8h
1 ; i
b m9i,0n _ gma07in
4,u5mn [0™0"h oM h"] (6.39)
1 ) . .
et 00— o]
w7 = o [00hH — 1Bty + D)
+§ (€17 (20000147 — 207010 — 2910 (6.40)
+205 ' + DR — ORI + (i )]
g 1., -
ij_ j ki O kO . ;

= [5k (80h o'h ) + (i & J)] , (6.41)
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ovvero, in termini delle sole variabili canoniche e delle loro derivate temporali prime
1 A
00 — —£9ph® + (5 - 5) on" (6.42)

0 — —% [gaoh‘“ b (E—1)on + %8%]

1 . .

_ m i ,0n _ am.in
4u5’”" [ RO — g kin] (6.43)
1 ) ) )

_@5’”2 [0;k™ — 979;h™0]

aid — 1 [kij — ikl + nijakhko}
2
+8i (&7 (200K — 20700 h*0 — 20+ o hi® (6.44)
7
+20R 0 + DM — ORI + (i )]
W= (& (K = 0'n™) + (i = )] - (6.45)

Dalle precedenti espressioni per i momenti derivano vincoli coinvolgenti le sole variabili
canoniche, senza derivate temporali

1 1 ;
T = §kll — 9pht0 — @&m‘alalhkl ) (6.46)

s = —i & (KM = 0'h*) + (i j)] (6.47)

Questo conferma che la lagrangiana rimane degenere nonostante il gauge-fixing, il quale ha
permesso di eliminare solo una parte dei vincoli. Come anticipato, i vincoli coinvolgono
I'intero spazio delle fasi esteso.

Le parentesi di Poisson canoniche

{h“” (#1), b (7,)} =0, (6.48)
{K9 @ 1) k™ (7,6} =0, (6.49)
{W K (7, t)} =0, (6.50)
{WW (g0} =0, (6.51)
{7 (@,1),s™ (F,0)} =0, (6.52)
{WW TGH}h=0, (6.53)
{hW g,t)} 0, (6.54)
k7@ 1), = (7,0} =0, (6.55)



vV (= Q, — 1 oV ro = —
(W @0, 77 G0} = 5 (o 4 ) 8 (@ - (6.56)
L
2

{K9@6),s™ @0} =5 (0™ +0mP™) 8% (7 - §) (6.57)
sono incompatibili con i vincoli (6.46) e (6.47), come puo essere verificato immediatamente;
questo e conseguenza del fatto che le parentesi di Poisson canoniche valgono sotto la ipotesi,

qui non verificata, che la lagrangiana sia non degenere.
Deve quindi essere applicata la procedura di Dirac con i vincoli primari

1 1 )
A= 7Tll — §k3ll + 8khk0 + @&m‘alalhkl ~0, (6.58)

Ol = gi 4 i [gkﬂ’ (kk - aihko) + (i j)] ~0 . (6.59)

Essi sono in numero di quattro, poiché s¥ & simmetrico, e risultano essere tutti di seconda
specie, poiché

{A(Z, 1), Ay, 1)} =0, (6.60)
{0V (,6),0m™ (G.0)) = —i [t (i o )+ mem)] 2@ —7) . (66
{A@D),07 F5,0)) = —%nij(s? F—7) . (6.62)

Non vi sono vincoli di prima specie, poiché I'invarianza di gauge & stata gia fissata nella
lagrangiana. Si puo verificare che la condizione di compatibilita dinamica non produce
ulteriori vincoli secondari.

Indicando i quattro vincoli con

ol = o1 (6.63)
= 0% (6.64)
ol = 012 (6.65)
o = A (6.66)

la matrice non singolare formata dalle loro parentesi di Poisson & quindi

MUl (7,7, 1) = {gp[a} (@), 0" (7, t)}

0 ! 1
2
1
1 0 0 o -1 Y. (6.67)
=3 H 6 (7 —7)
1 1 0
2u 2
1 1 0 0
e la sua inversa
0 0 —2u 1
_ 0 0 2u 1
Maw@70= |, o o |FE-D (6.68)
-1 -1 0 0



Per calcolare le parentesi di Dirac & necessario conoscere le parentesi di Poisson delle variabili

canoniche con i vincoli; si trova facilmente
{A@ 00" @G}
{07 @,0),0° 7} =0,
{a@ 0, h% @} =0,
{(9” (7,1) , hOF (i )}:0 :

{A@, 1), K™ (g,1)} = —™"6* (T~ §)

0,

(0% @1 7)) =0
{A(f t), k™" (g,6)} =0,
{07 @0,k (G0} = - (n " ™) 6 (3 - )

{A@ 6, =@} =0,
{07@,0),7 G} =0,
@uawm%@w}zlmﬁw—m,
{07 @0 " @0} = o (5“@0] ko) 6% (7 - 5)

{A@ﬁnﬁ%@mcg—@WWWfWWOmyw—m,

0
{07 @1, 7™ @} =0,
{AWJLﬂm@ﬁ}=—%W%Wf—@,
{07 @,1),s™ (7,0)} = ~Ton [5”"77]" +(i = §)+(men)] o (@-7) .

Nella notazione introdotta si ha quindi

Al (@,g,1) = {1 (@,0) 1™ (7,6)} =

o O O O

BEW (@, 5) = {01 (@ 1), n% (g,0) | =

o O O O

74

(6.69)

(6.78)
(6.79)
(6.80)
(6.81)
(6.82)
(6.83)

(6.84)

(6.85)

(6.86)



0
amn (2 =2 a hog mn (=7 0 mn = —
1
77mlnnl
anan
pldmn g gy =Ll (z ), k™ (7))l =—| 1 P (Z—7) ,
(@7, = { @0, K™ 7,0} L g gy |98
0
(6.88)
0
Bl (&,.0) = {1 (@0 7 G0} = | o | (6.89)
0
%gklal
» o o ~ 1 _fbgk2a2 oL
F[ Jk (xay’t) = {90[ ) (x’t) aﬂ—Ok (yat)} = _5 1 4M 62 (m - y) ) (690)
8_ (5k182 +5k281)
S
0
amn (57 7 a mn (= 1 0 m. n n m hod —
Gl (&, 5,t) = {1 (@), 7™ (7,0) } = AR (emhor + emkom) 0,0 (71— )
1
(6.91)
Hlmn (3, ,6) = {@ld (1), 5™ (7,1)}
1
4_ (gmlnnl + gnlnml)
1 _ 5m2 n2+€n2 m2 - . (6.92)
=3 ) 4,U( n n") 82 (2 —7) .
@ (gmlnn2 +5m2nn1 + (m PN n))
_nmn

Le parentesi di Dirac sono allora date da

{A (f’ t) , B (?7’ t)}* =
={A(Z,t), B (7,0)} (6.93)

- [z [ dw{a@ .o Gy Ml G o (0 @0, B @G0}

Usando le relazioni che legano 7% e £Y, riportate nell’appendice A, e le (6.68) e (6.85-6.92),
seguono, con un po’ di pazienza, le parentesi di Dirac canoniche

[ (@,1),h°% (7,0} =0, (6.94)
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{19 @047 0 = [ ] R

{h0 (1) k™ (7,0} =0,

Hi

s

32,u

& (g,t)}* =0,

<g,t>} ~o,

(7@ 1),s™ (7.0} =0,

(2% (1), s (7.0)}) = iﬂ (eFmor + eMnom 4 ynghia)) o2 (7 -

LRG0} =0Tyt (7 - )

{7 (7,1),s™ (7,0} =0,
(W (@1), 79 (7,6)} = % (T + i) 62 (& —3)
Wi (@6, 7 @1} =0,
{0 @) 2™ .0} = e o0 @ =)
[no0 ()2 @0} = 2 (r + o) 2 @7

{9 (71), 5™ (5,)} = i (™ 4 i — i) 8% (7 - )
{p(2,t),s™" (7,8)}" =0,
(K9 @0), 7% (7.0} = % (i + % + 370 62 (& — )
(K @1) = (g,t)}* _ Slﬂ i (ghman 4 £nom) 9,6% (& - )

La quantizzazione della teoria ¢ ottenuta con la prescrizione

{4, B}

— —i[A,B]

e imponendo debolmente il vincolo di gauge (6.19) sugli stati fisici

(0uh")~

1B) =0 .
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(6.98)
(6.99)

(6.100)

(6.101)
(6.102)
(6.103)
(6.104)
(6.105)
(6.106)
(6.107)
(6.108)
(6.109)
(6.110)

(6.111)
(6.112)

(6.113)

(6.114)

(6.115)

(6.116)



6.2.2 Problema di Cauchy per le funzioni a due punti

Il problema di Cauchy per le funzioni a due punti si riconduce in ogni caso a quello relativo
alla funzione A

AFPVOB (3 — ) = {hW (z),h*P (y)}* . (6.117)

Per definizione, la funzione A deve soddisfare I’equazione del moto (6.24), che & del secondo
ordine

{Damas (z) 4+ gror AP0 — p (OAP 9 (2) — 0,0 A7 (2))
+ (€= 1) (070,898 (2) + 910,205 (2))
1

2p
=0.

(€170, (DA98 (2) — 9" O\AN0F (2)) + €770, (DAL (2) — dHO\AN,0 (2) )| }

(6.118)
Le condizioni al contorno necessarie provengono dalle parentesi di Dirac canoniche; infatti,
usando le (6.35) e (6.38-6.41), le (6.94-6.99), (6.110) e (6.113) forniscono rispettivamente,
con un po’ di ginnastica indiciale, le condizioni indipendenti

AFOB(2.0) =0 , (6.119)
2 .. . .
(6°) atim (z,0) = —g [Empm 4 (i s )+ (m o m)] 62 (2) (6.120)
AN (7,0) =0
3 : (6.121)
A (2,0) =0

O Aigmn (2,0) = _nijnm"(')Q (2) , (6.122)
(8°)% A% (7,0) = 0

) ) 1 o (6.123)
(8°) A0 (2 0) = —Ea’fa? (2)
(80)2 A7 (2,0) =0 | (6.124)
80A0000 (570) — %52 (5)
N B
PAMV(E,0) =070 (D) (6.125)
AN (Z,0) =0
OAY0 (2.0) =0
(90) A0 (z,0) = 0
: (6.126)

(00)2 AZ_]O]C (2', 0) — E (nzk(:)] +n]kaz +§nz]ak) 52 (5)

mentre le altre parentesi di Dirac canoniche producono condizioni ridondanti.
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Quindi, le condizioni al contorno si possono scrivere come

APB(Z.0) =0 , (6.127)

AT (Z.0) = —nfinTn6? (Z) (6.128)

PN (7 0) = 2 we2(z) (6.129)

AT (Z,0) = (6.130)

(0°)" A (2,0) = Ll G i)+ m e )] 23 (6.131)
(80)2 AR (2,0) = % (nwaﬂ’ g + 577’76“) §2(2) | (6.132)
(67)* 200 (z,0) = —%aws? ) | (6.133)

(80)2 A% (7,0) =0 . (6.134)

I1 problema di Cauchy per la funzione A & cosi definito e costituito dalle (6.118) e (6.127-
6.134); una volta risolto, esso fornisce la soluzione di tutte le funzioni a due punti.
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Capitolo 7

Funzioni di correlazione a due
punti delle teorie tridimensionali
topologicamente massive

In questo capitolo vengono determinate le funzioni di correlazione a due punti dell’elettro-
dinamica e della gravita risolvendo i problemi di Cauchy individuati nel precedente capitolo.
Per evitare confusioni con 'unita immaginaria ¢, viene calcolata prima la funzione classica
A, alla quale le funzioni di correlazione a due punti risultano legate in modo semplice.

7.1 Forma generale delle funzioni a due punti

Si e visto nel secondo capitolo che sia I'elettrodinamica che la gravita contengono eccitazioni
con massa nulla o pari a |u|; tutte le funzioni a due punti di entrambe le teorie devono quindi
avere supporto VOJr U VJ, e possono essere scritte in funzione delle soluzioni fondamentali
delle equazioni scalari a massa nulla o pari a |u|. Per quanto riguarda la funzione A, basta
considerare le funzioni fondamentali Ag, Agg, Agoo, Ap, Ao, € Ayoo, definite nell’appendice
B.

In entrambe le teorie, la funzione A & una combinazione tensoriale appropriata di queste
funzioni scalari; analogamente, anche tutte le altre funzioni a due punti sono combinazioni
tensoriali appropriate di funzioni scalari fondamentali. Questo ¢ assicurato dalla rappre-
sentazione spettrale del prodotto di operatori di campo [46].

7.2 Elettrodinamica

Le funzioni a due punti dell’elettrodinamica sono di determinazione abbastanza facile; in-
fatti, la natura vettoriale del campo si traduce in un numero ridotto di termini da gestire
nelle equazioni.

7.2.1 Funzione A

Il problema di Cauchy per la funzione A dell’elettrodinamica &

OAM (2) + (€ = 1) 0PI AY (2) + uEFPOA5" (2) =0, (7.1)
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AM (2,00 =0, (7.2)
AP (7,0) = (nﬂ" + %nﬂ%vo) 5 (2) . (7.3)

In accordo con le proprieta tensoriali e di simmetria che deve avere, la funzione A si puo
prendere nella forma

AR (2) = 0" f1(2) + EMP0p f2 (2) + 070" f3 () (7.4)

ove f1, fa e f3 sono funzioni scalari, combinazioni lineari reali delle funzioni Ag, Agg, Aogo,
Ay, Ao, e Ayoo, che, considerati gli ordini differenziali dei vari termini dell’equazione del
moto, POSSONo essere prese come

[1(2) = a1 (2) + A, (2) (7.5)
f2(2) = 810 (2) + AL (2) (7.6)
f3(2) = 7180 (2) + 728, (2) + 73000 (2) - (7.7)

Sostituendo la forma generale (7.4) nell’equazione del moto (7.1) e nelle condizioni (7.2)
e (7.3), si ottiene, dopo alcuni passaggi brevemente descritti nell’appendice C, un sistema
lineare completo di equazioni per le costanti introdotte, la cui soluzione &

a1 = 0 5 a9 — —1
1 1
ﬁl - _; ) 62 - ; . (78)
1 1 1
Mm=--5 , N=—5 , V3=—7
p p? 3

La funzione A & quindi

AP (2) = = (2) = €0, (B0 () = A, (2)

1 1 (7.9)
+040” |25 (80(2) = Au ) — Fhu0 (2
o anche
1 1
AP (2) = =" A, (2) — pEMPO, Ao (2) + 010" [EAMO (z) — EAOO (z)} . (7.10)
Nello spazio dei momenti segue
X . ] 1 11
A (p) = —i2me (po) 8 (p?) [—5“””1% - (_2 - g—z) P“P”]
a eosrs (7.11)
. i
—i2me (po) 0 (p* — 1°) {— <?7"” - p/jg) - ;5‘””?4
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7.2.2 Funzione di Wightman

La funzione di Wightman si determina facilmente a partire dalla funzione A ed e data,
sempre nello spazio dei momenti, da

W (p) = 210 (po) 8 (p°) Eé‘ﬂ”ppp = <i = >p“p”}

2 .2
Wt (7.12)
1
+270 (po) & (p* — p°) [—P“” - ;5‘”%,}} ,
con v
P — v _ pM—Z : (7.13)

Si noti, in particolare, che la sua forma e effettivamente del tipo avanzato nel precedente
capitolo. Inoltre, come verra fatto vedere, il termine contenente il moltiplicatore di Lagrange
non contribuisce a nessun valore di aspettazione, come conseguenza dell’imposizione del
vincolo di gauge; questo ¢ anche il motivo per cui non ¢ stato regolarizzato.

7.2.3 Propagatore

Dalla definizione del propagatore segue immediatamente

- i 1 php¥ ]
SHv — Z
2 p? +ie {£p2+z‘e -
p'p” [ (7.14)
[ (- 2 i)
p? — p? +ie p? + ie p? + ie

Tenuto conto del fatto che il propagatore viene sempre contratto con correnti conservate,
la sua forma efficace non dipende dal moltiplicatore di Lagrange e si puo scrivere come

~ 1 ) W
S (p) = BT [PW T H-ef‘?“””pp} : (7.15)
con b
v o v pp
P =t T (7.16)

in accordo con la previsione trovata nel secondo capitolo.

7.3 Gravita

Le funzioni a due punti della gravita sono di determinazione estremamente laboriosa, anche
se non difficile; infatti, la natura tensoriale del campo si traduce in un numero enorme
di termini da gestire nelle equazioni, e la presenza di derivate del terzo ordine aumenta il
numero di condizioni da considerare. Tuttavia, tale determinazione risulta molto simile a
quella svolta nel caso semplice dell’elettrodinamica, ed e articolata nello stesso modo.
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7.3.1 Funzione A

Il problema di Cauchy per la funzione A della gravita e
{Damas (z) 4 gror Ar,28 —pi (OAP 9 (2) - 0,0 AP (2))

(6 = 1) (079, A1%8 (2) + 910, A0 (z))

1
3 (€70, (DA98 (2) — 9" O\AN0F (2)) + €770, (DA (2) — d1O\AN,0 (2) )| }
=0,
(7.17)
AFB(2.0) =0 , (7.18)
PATTN (5,0) =~y (3) (7.19)
A (2,0) = %nfwa? @) (7.20)
AT (2. 0)=0 , (7.21)
0 2 iymn (> I im, jn . . 2 (2

(6°) av (2,0) = =5 [+ (i 5) + (m = )] 62 (2) (7.22)
(") a0 z,0) = % (97 + 10+ €nior) 82 (2) (7.23)

0\2 A 000y (2 Louco
(") A "(2,0) = =205 (2) (7.24)
(80)2 AY05 (70) =0 . (7.25)

In accordo con le proprieta tensoriali e di simmetria che deve avere, la funzione A si puo
prendere nella forma

A (2) = R i (2) + (e + ) fa ()
e 4 e o 8] 02
+ (77020 + P10 ) fa(2) (7.26)

n [nuaavaﬁ +(pev)+ (oo 5)} f5 (2)

+[£1090° 08 + (o v) + (a = B)] 0 fo (2)

+OH 00 f7 (2)

ove f1, fa, f3, fa, f5, f6 € fr sono funzioni scalari, combinazioni lineari reali delle funzioni
Ao, Aogo, Aooos Au, Auos e Aygo, che, considerati gli ordini differenziali dei vari termini
dell’equazione del moto, possono essere prese come

f1(2) =010 (2) + a2, (2) (7.27)

f2(2) = B1lo (2) + B2Au (2) (7.28)
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f3(2)
fa(z
f5(z

) =6
)

fo (2) = 120 (Z) + 2, (2) + 300 (2) + @400 (2)
fr(2) = x180 () + x2A, (2) + x3800 (2) + X400 (2) -

7180 (2) + 728, (2) + 73800 (2) (7.29)
Ao (2) + 028, (2) + 63800 (2) (7.30)

Ao (2) + €A, (2) + €300 (2) (7.31)
(7.32)

(7.33)

Sostituendo la forma generale (7.26) nell’equazione del moto (7.17) e nelle condizioni (7.18-
7.25) si ottiene, dopo calcoli laboriosi descritti brevemente nell’appendice C, un sistema
lineare completo di equazioni per le costanti introdotti, la cui soluzione ¢

La funzione A & quindi

011—2 , a2:—1
/81 =-1 ) /82_1
JE— 1 JE—

"= 2% 72
1
op=— , O2=—
112
€1 = ——5 ) €2 =
112
_ 1
Y1 = 2M3 ) ©2
1
X1=—""=7 » X2=
Tz

(7.34)

a3 NVN)

ARPaB (2) = B (200 (2) = Ay (2)) + (1P + 002 ) (A (2) = Ao (2))

{77“0‘3”36 +(peov)+ (e ﬁ)} [,U_
__,U [5“‘”@"8‘3 +(peov)+(ae ﬁ)} Oy [

Lo 90 0P [% (A (2) = Ao (2)) + %Aoo (2)

= [ 4 (u o ) + (o = )]
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» s (A (2) — Ag (2))
_ (771“’80‘65 + naﬁauaV) {% (AL (2) = A (2)) +2A00 (Z)}

) = 80 (2) + £ oo ()]

§

e (AL (2) = Ao (2)) + Ago (2)]

+2 Ao (z)]

(7.35)



o anche
ARPAP () = B (20 (2) = Ay (2)) + (790 + 002 ) (A (2) = Ao (2))
+5 [ + (1 v) + (@ = B)] 05 (B0 (2)

+ (npuaaaﬁ + naﬁaﬂal’) (AMO (Z) —2Ap0 (Z))

1 (7.36)

§

4 [nﬂaayaﬁ + (,U' s 1/) + (a — ﬁ)} (—AMO (Z) + § Ago (Z))

—L (67009 + (= v) + (@ = B)] 95 (B0 (2))

3
i ati [Auoo (z) + ngoo (Z)} :

Nello spazio dei momenti segue
Amved (p) = —izme (po) 6 (p) {200 — (nreapd 4 qpdyre)

(3
2p

12
B uv o3 B pphpV
(—M2+p—2)(n PP A PP)

+ (Mi + %pi) [ p® 4 (o v) + (@ )]

) 1 1
1 1 3 1>
=4+ == -= pupypapﬁ}
<M4 prp* o Ept

. v p” Q, p—apﬁ
—127e (po) ) (p2 — ,U2) {_ (77# - %) <77 = 2 )

{nuagvﬁo +(pev)+ (ae— ﬁ)} Do

o ©

(e VB
(-5 (- 58) o)

. v, 0
-~ Eprac (nl/ﬁ_plu—];>+(,u,<—>u)+(a<_>ﬁ)]pa} .

oy
(7.37)
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7.3.2 Funzione di Wightman

La funzione di Wightman si determina facilmente a partire dalla funzione A ed e data,
sempre nello spazio dei momenti, da

Wival (p) = 216 (po) o (p?) {277“”770‘5 — (men 4+ i)

- [nwgV&f (nv)+(ae B)} p

<u1 p_> P + e Opp)
Mi 5% ) [npapup,@ +(ue—v)+ (Oé s ﬁ):|

p?
L (i + i) {g,uaopl/pﬁ + (,U' — I/) + (Oé — ﬁ)} D
ETAVE p2 7
1 31
(—4 + - ) pip’p pﬁ}
pt op2p? € ph
+270 (po) 8 (p° — i2) {— P P9 4 (Prepvi 4 prs pre)

+% [guwpl/ﬁ + (e v) + (o« ﬁ)] Po} )
(7.38)

con e
p =g (7.39)
1
Si noti, in particolare, che la sua forma e effettivamente del tipo avanzato nel precedente
capitolo. Inoltre, come verra fatto vedere, i termini contenenti il moltiplicatore di Lagrange
non contribuiscono a nessun valore di aspettazione, come conseguenza dell’'imposizione del
vincolo di gauge; questo ¢ anche il motivo per cui non sono stati regolarizzati.
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7.3.3 Propagatore

Dalla definizione del propagatore segue immediatamente

S i , P p°p°
s )= o Y (o )
p* + 1€ p* + 1€ p* + e

1 p’p° 3 php¥p*pP
—— | —+ (u = v)+ (a +
i . p'pY pp” (7.40)
o T —<77“—2 .)77“6—2 :
p°— e 1€ p°+ e p°+ e

+ev)+ (@ P)lps}

Tenuto conto del fatto che il propagatore viene sempre contratto con tensori energia-impulso
conservati, la sua forma efficace non dipende dal moltiplicatore di Lagrange e si puo scrivere

come
Guved (py — _ " [(Praprs 4 propre) — o pu pad]
p? + i€
v [ pHv pas _ ( praprf 4 ppa puﬁ)
p? — u? +ie
—iﬁ% (E;wzapﬁl/ + guozapﬂu + Euﬁapoa/ + guﬁaPau)} ’
2 p* +ie
(7.41)
con v
pr =~ P (7.42)

p? + i€

in accordo con la previsione trovata nel secondo capitolo.
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Capitolo 8

Realizzazione dell’algebra di Weyl
per le teorie tridimensionali
topologicamente massive

In questo capitolo vengono analizzate le rappresentazioni esplicite dell’algebra di Weyl per
Ielettrodinamica e la gravita e isolate le loro eccitazioni fisiche.

8.1 Elettrodinamica

La realizzazione esplicita dello spazio degli stati e degli operatori di campo dell’elettrodina-
mica procede esattamente nel modo illustrato nel quinto capitolo. L’isolamento delle ec-
citazioni fisiche viene eseguito analizzando gli autovalori della funzione di Wightman e
costruendo operatori di creazione ed annichilazione per gli stati fisici.

8.1.1 Spazio degli stati e operatori di campo

Data la natura vettoriale delle teoria, lo spazio degli stati H

H={|9)} (8.1)
& costituito dalle sequenze
’(I)> = {¢07¢llﬂ (p1)7¢glu2 (pl,pQ)r--aqﬁglmun (p17---=pn)7---} ) (82)
ove
Ohrn (pr, ..., pn) € S (B*") (8.3)

indica un tensore completamente simmetrico rispetto allo scambio

(i pi) < (15, p5) - (8.4)

Lo spazio ‘H cosi definito costituisce lo spazio di Fock, e le funzioni ¢#1-#» (pq, ..., p,) rap-
presentano le componenti ad n particelle del generico stato. Ogni stato rappresenta un
sistema di particelle, ognuna delle quali ha potenzialmente tre polarizzazioni distinte; uno
stato ad n particelle ha quindi 3n gradi di liberta funzionali.
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11 prodotto scalare & definito, V |®) , |¥) € H, come

_ - d3p1 dBpn
2! ‘m_,;)/ o] e 55)

;Tllun (p17 7pn) Wﬂlul (pl) _“Wﬂnyn (pn) wzl...l/n (p17 7pn) .

Si definiscono poi Vi € S (R?) gli operatori di campo addolciti

gl = [ dzar @) ol@) = (A4 9) | (5.
A ) = [ drat @) g (@) = (A7) | (8.7)
Al = [ daa @) p (@) = (A7) (53

con le seguenti azioni in H

(AT ] @), (p1s o) =

L N it ftmet omg 1 in N (8.9)
:% Z leu Hm Ll (pla"'7pm—17pm+17"'7pn)77ﬂﬂm(p(pm) )
(A7 @] |2)5" " (P1s e pn) =
Pp =, o 3 (8.10)
= Vn+1/ (27‘(’)3W V(p) gbn—f—l (P,Pl,apn)@(—l)) )
(A" ] [@))," " (p1s ooy pn) = (8.11)
= (AT [ [@)) " (P15 e pn) + (AT [] [ @), (D1, s D)
Segue
(AT (@) [@)n" " (p1, ey ) =
1 & 4 (8.12)
= % Z (b/;t-l-ll«m—lﬂm-kl---ﬂn (p17"'7pm—17pm+17"'7pn) nﬂﬂmelpmil? )
m=1
(A7 (@) @) " (P1s e Pn) =
d3p T V... fn —ipx (813)
:\/n+1/(2ﬂ_)3wﬂu (p)¢n+1 (p7p17---=pn)e P )
AR () | @)t (py, oy pp) =
(A% (z)|2)) (p1 ) (8.14)

= (AFH (2) [8)) (pi, ey ) + (A (2) [8) " (p1, ey ) -

Valgono tutte le dimostrazioni fatte nel quinto capitolo e la realizzazione definita soddisfa
quindi tutti i requisiti necessari.
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8.1.2 Stati fisici

Gli stati fisici devono soddisfare la condizione di gauge
(04" (2)" [97) =0 . (8.15)

Deve poi essere verificato che essi abbiano norma positiva.
La funzione di Wightman &

WP (p) = 216 (po) 6 (p?) WO

(8.16)
+270 (po) § (p? — ) W )aﬁ( )
con - i 5p 1 11 3
WO (p) = S e2p, - (? - gp)p p (8.17)
Wmas () = _poB _ %W%p : (8.18)
Pos — ol _ PZIQ)B ' (8.19)

Come conseguenza della sua forma e della definizione del prodotto scalare, tutti gli stati
con norma non nulla hanno supporto contenuto in VOJr U VJ.
Il vuoto del sistema e del tipo

o) = {a,0,0,0,...} , (8.20)

aef . (8.21)

La condizione di gauge (8.15) ¢ identicamente soddisfatta; inoltre, la norma del vuoto (8.20)
e

(Dg| Bo) = |al* >0 . (8.22)
Il vuoto fisico € quindi
’(bf0> = {G,0,0,0,...} ) (823)
con a complesso tale che
a* =1 . (8.24)

Esso costituisce il sottospazio H o di ‘H, a norma definita positiva, degli stati fisici vuoti.
Si consideri poi uno stato ad una particella del tipo

[@1) = {0, ooy (p) + () (), 0,0,0, } , (8.25)
¢y (p) €5 (Vo*) , (8.26)
¢ (p) €S (VJ) : (8.27)

89



La sua norma ¢ data da

(@] ;) = /% (¢(0) + ¢(M))m (p) Wag (p) <¢(0) + ¢(u))6 ()

-0 1 *Qy
= / dp m@o) (p) Wo({%) (p) ¢(60) (p)

I 1 *Qr
+ / dp“r\/%@m (p) Wc%) (p) ¢€0 (p) -

La condizione di gauge (8.15) fornisce la condizione

a3 5 } |
/ #p“wu” (p) (‘%) + %)) (p)e P =0 .

Si consideri dapprima la parte a massa zero dello stato (8.25)
@) = {0.6%) (1),0,0,0,..}
con
oy () €S (V) -

La condizione di gauge impone la restrizione

/ dp’ 271_;%]%“/(0)&%3 (p) &y (D)™™ =0,
che implica
paW %5 (p) 60 (p) =
Usando la (8.17) si ottiene allora
1

Epgtbfo) (p) =0,

da cui segue

poz(b(()z]) (p) =0.

(8.28)

(8.29)

(8.30)

(8.31)

(8.32)

(8.33)

(8.34)

(8.35)

E facile a questo punto verificare che la norma dello stato (8.30) ¢ nulla come conseguenza

della (8.35); infatti si ha

(@] 2o /@%W%- 5 WS ()6 »)

—0
_ *Qy 040

Esplicitando le componenti si ottiene poi
Bi65 (D) Eappp"d ) (p) =
= 1o (04 () 6% (0) — 8k (0) 02 (D))
(672 (0) ) (0) — &%) () 573 (1))
+9° (675 (p) ko) () — 6% (0) 04y () -
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Dalla (8.35) segue poi, per 7 # 0

p' p?
o) (P) = =000 () + =) @) (8.38)
per cui
(b’(koa) (p) gaﬁppp(b(ﬁo) (p) =
= O (528, 0) 68y () - ) 0) 675 ) o
= o \P0) WP %0) WP ) W) Do) \PT)
Ma su VO+ e
P> =0 (8.40)
e quindi, per p'# 0
86 (P) Eapol By (0) = 0 . (8.41)

Segue, poiché (75?0) (p)es (V0+) ed & quindi regolare

<(I>(0)1‘ @(0)1> 3 QM 11_% / d? oy agp (%) (p)
[pl<e
i L b wer (8.42)
- 871_2#504/% 11_{%/0 d@/o d|pl p ¢(0) () ¢(0) ()
=0.

Si puo quindi concludere che non ci sono stati fisici ad una particella con massa zero.
Si consideri ora la parte a massa |u| dello stato (8.25)

@) = {0,603 (1),0,0,0,..} (8.43)
con
6 (p) € s(v;) : (8.44)

La condizione di gauge ¢ identicamente soddisfatta, poiché la parte a massa |u| della funzione
di Wightman e trasversale, e non costituisce quindi nessuna restrizione.
La norma dello stato (8.43) &

(@) ‘1><u>1>=/7? %ﬁ o )W () ¢, ()
- / @M%\/%%)a (p) {—P - %50‘6 ”Pp] Suys () -

Per determinare il segno di quest’ultima devono essere analizzati gli autovalori del tensore

(8.45)

WC%) (p); dato che gli indici assumono tre valori distinti, tale tensore puo essere visto come
una matrice hermitiana 3 x 3, che risulta avere autovalori

Ay (p) = 2(120) >0

A (p) = Az (p) =0

(8.46)
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e autovettori non covarianti definiti come
S W 0) 1 ) = N @) 5 ) (8.47)

> i ) £ (o) = Sy - (8.48)

Per trovare la soluzione del problema agli autovalori covariante relativo al tensore Wé‘é) (p),
si osservi che anch’esso deve avere un solo autovalore non nullo; questo suggerisce che esso
sia proporzionale ad un proiettore. Infatti, usando il fatto che su VJL risulta

=, (8.49)

si trova facilmente

W () W5 (p) = —2W %) (p) (8.50)

per cui il tensore WO%) (p) si puo scrivere come

Wl () = —2PY) (p) . (8.51)
ove P(i‘é) (p) ¢ il proiettore
) .
P (p) = 5 (Paﬁ + ié‘aﬁppp) ; (8.52)
P (p) PW 5 (p) = P () (8.53)
P (p) = P (p) . (8.54)

E evidente che Po%) (p) ha un solo autovalore non nullo pari a 1

A (p) =1 (8.55)
Ay (p) = A (p) =0
e autovettori covarianti definiti come
P 1) 15, (0) = Mgy () Fafy) () (8.56)

che, come verra mostrato, possono essere normalizzati a
T ®) farm () = =gy - (8.57)

Segue subito che WO%) (p) ha un solo autovalore non nullo pari a —2 e autovettori covarianti

coincidenti con quelli di P(i‘é) (p).
Dalla completezza degli autovettori su Vj segue che la funzione qﬁf‘u) (p) si puo scrivere del
tutto in generale come

O (P) = 21, %10 (P) fiy () (8.58)

ove le af, (p) sono funzioni scalari arbitrarie con supporto Vj.
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La norma dello stato (8.43) si riduce allora a

<q)(“)1’ (I)(“ /dp 277\/% Py (P )W(ﬂ)( )@5@) (p)
_ ﬁi a 2 8.59
_/d2p(27r)2p0 0 (p)} (8.59)

Si puo quindi concludere che solo uno dei tre gradi di liberta funzionali a massa |u| con-
tribuisce positivamente alla norma ed ¢ quindi fisico; si noti che a tale conclusione si poteva
giungere anche usando la soluzione non covariante del problema agli autovalori relativo al
tensore WO%) (p) visto come matrice. Gli stati fisici ad una particella sono quindi com-
posti da una sola eccitazione a massa |u| e polarizzazione corrispondente all’autovettore

non banale di P(i‘é) (p), indicato semplicemente con f* (p).
Il generico stato fisico ad una particella si scrive quindi

|q)f1> = {0’ 277\/1)_0& (p) fa (p),0,0,0,...} s (8'60)

con a (p) funzione scalare arbitraria con supporto V" e tale che

/ 2plap) =1 (8.61)

Esso costituisce il sottospazio Hyy di H, a norma definita positiva, degli stati fisici ad una
particella.
Si consideri infine uno stato ad n particelle del tipo

‘cI)n> = { ,¢a1 .Qn ( ,,pn) + (ﬁ?:)---ﬂén (pl_,,7pn) ,0,0,0, } , (8_62)

con i
O (prpn) €S ((V)") (8.63)
Gl " (P1ospn) €S ((VJ) ) : (8.64)
Date le proprieta di simmetria a cui devono soddisfare, le funzioni qbo‘l M (p1e.yDn) €

¢?2) “an (p . pn) possono essere scritte come

By " (D1 Pn) = a(o) (P1w 2n) D) (P1) 05 (Pn) (8.65)
¢a1 o ( -apn) = Q) (pl---,pn) gb‘(ﬁ) (pl) QS?:) (pn) ) (8'66)

ove a(g) (P1--+,Pn) € a(y) (P1--, Pn) sono funzioni scalari, simmetriche nelle variabili, con sup-

porti (VOJr)n e (VM+)n. Questo equivale ad asserire che il sottospazio ad n particelle ¢ il
prodotto cartesiano simmetrizzato di n sottospazi ad una particella.

Come conseguenza delle (8.65) e (8.66), e dalla definizione del prodotto scalare, segue subito
che I'unico contributo non nullo alla norma dello stato (8.62) & positivo e proviene da uno
solo dei gradi di liberta funzionali a massa |u|, corrispondente alla polarizzazione associata
all’autovettore f (p).
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Il generico stato fisico ad n particelle &€ quindi dato da
[P ) ={0,0, ..., (27/P0)" a (1, ..., pn) f** (p1) .. fO (Pn),0,0,0,...} (8.67)

n
con a (p1, ..., pp) funzione scalare arbitraria con supporto (VMJr ) , simmetrica nelle variabili
e tale che

/dQﬁl---/d2ﬁn‘a(plw--apn)P =1. (8'68)

Esso costituisce il sottospazio Hy, di ‘H, a norma definita positiva, degli stati fisici ad n
particelle.

Alla luce di quanto visto, tutti gli stati fisici con un numero finito di particelle hanno un
solo grado di liberta a massa |u| e norma positiva, e lo spazio degli stati fisici & quindi dato
dal completamento unico del prodotto dei sottospazi H .

Il generico stato fisico €

[y) = {GO,QW\/ (p1)oga1 (p1) 4 (p1) 5 ...

211/ (D1) -2/ (Pn) g@n (P15 s Pn) fY (D1) - O (Dn) } )

n
con ay, (p1, ..., pp) funzioni scalari arbitrarie con supporto (VJ) , simmetriche nelle variabili,

(8.69)

e tali che

S / 5. / 25, | (p1, o) 2 = 1 . (8.70)
n=0

Esso costituisce il sottospazio Hy di ‘H, a norma definita positiva, degli stati fisici.
Il ruolo del tensore f* (p1)...f*" (p,) consiste nel selezionare la polarizzazione fisica dei
fotoni, capace di contribuire ai valori di aspettazione.

8.1.3 Vettore di polarizzazione

11 vettore di polarizzazione f* (p) puo essere calcolato esplicitamente.
Deve essere

P (0) £2 (0) = fa (0) - (8.71)
(1)

Da questa, essendo Ps (p) trasversale, segue subito

puf"(p)=0. (8.72)

Con l'aiuto di quest’ultima, la (8.71) diventa

1)+ %Eamppr (p)=0". (8.73)
Segue, esplicitando le componenti
inf® (p) +p*f* (p) — P f* (p)
p*f° (p) +inf* (p) = ° > (p)
p £ (p) = p°f* (p) —inf? (p)

0
0, (8.74)
0
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la cui soluzione ¢ 9 9
(p (p) (1* — p3)

fOp) =«
1) = a(p) (ipp* —p°Y) (8.75)
f?(p) = —a (p) (ipp" + p°p?)

con « (p) arbitraria; quest’ultima viene ridotta ad una fase dalla condizione di normaliz-
zazione

e (p) Ja (p) =-1, (8'76)

che implica

o )P ,

a@) =——— -
2u% (p§ — 11?)

Questa dimostra in particolare che la condizione (8.57) ha il segno giusto. Scegliendo

(8.77)

1 .
a(p) = eP® | (8.78)

p* — pg
1 X
f*(p) = ipp? — pPpt | PP (8.79)
202 (pg — 1?) 1 0.2
—iup* — p°p

La fase #(p) non & completamente arbitraria. Infatti, pur non incidendo sulle proprieta
di definizione del vettore di polarizzazione, essa influenza il suo comportamento infrarosso.
Nel limite in cui |p] — 0 si ha

0
1 i lim (B(p)~70()
oy =—| "1 e \p\ao( Il ) 7 (8.80)
V2|
el
iz
con
P2
0 (p) = arctan <]ﬁ> . (8.81)
Siccome quest’ultima funzione ¢ singolare nell’origine
lim 0 (p) = 8.82
lim () = 2 (352)
si deve scegliere
1
B(p) = l’ )+ @) , (8.83)

con 7 (p) funzione arbitraria ma regolare.
Soltanto in questo modo la fase arbitraria, rappresentata a questo punto da « (p), diventa
completamente ininfluente, e pud quindi essere posta uguale a zero, ottenendo

p? — pj .
1 .
*(p) = — ip? —pOpt | 7P (8.84)
2p% (p§ — 1?) 10,2
—ipp" — pp
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Per quanto visto, il vettore di polarizzazione soddisfa, indipendentemente dalla scelta della
sua fase di normalizzazione, le importanti proprieta

i
1 (p) + € pafy () = 0., (8.85)
puft(p) =0, (8.86)
) 1 (p) = =P (p) (8.87)
mentre con la fase scelta, le sue derivate soddisfano l'altrettanto importante proprieta
¥ o o — |pl i P
f*(p) 0; fu(p) =21 & . 8.88
1) B o) = 2" T (5.59)

Si osservi che questa e regolare nell’infrarosso, come lo ¢ il vettore di polarizzazione scelto;
una scelta di fase diversa dalla (8.83) produce invece inevitabilmente una divergenza in-
frarossa, come puo essere facilmente verificato.

8.1.4 Operatori di creazione ed annichilazione

In accordo con quanto spiegato nel quinto capitolo, ¢ possibile espandere il campo in modi
normali

i) = [ I [V e ) W el )] (889)

Si & visto che tutti gli stati fisici hanno massa |u| e polarizzazione f* (p); come conseguenza,
anche il campo fisico, ovvero la parte rilevante del campo nei valori di aspettazione su stati
fisici, ha massa |u| e polarizzazione f* (p), e puod essere scritto, secondo quanto illustrato
nel quinto capitolo, come

A5 () =V [ @ [alp) 1 (p) 7 4 at () £ (p) 7] (8.90)

Dalle proprieta del vettore f* (p) segue che il campo fisico soddisfa i vincoli previsti nel
secondo capitolo

1
A (2) = 2 €400 Ay () =0 , (8.91)

8MA‘; (x) =0, (8.92)
e la sua equazione del moto si riduce a

(I:I + M2) A? (£)=0. (8.93)

Come conseguenza delle dimostrazioni generali fatte nel quinto capitolo, gli operatori a™t (p)
e a (p) sono operatori di creazione ed annichilazione per gli stati fisici e soddisfano le regole
di commutazione convenzionali

la(p),a® (@] =6 F~) . (8.94)

[a(p),a(q)] =0, (8.95)
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[a* (p).a™ (¢)] =0 .
Gli operatori addolciti, Vo € S (R?)

aldl = [ @ ()¢ () = (a.6) .
a’ ] = / d*pa* (p) " (p) = (a*,¢") |
soddisfano le regole di commutazione, Vi, x € S (R?)
lalg],a™ [X]] = / d*pp (p) X" (p)

lafp],alx]] =0,
[a+ [gp],a'i_ [XH =0,

e hanno le seguenti azioni, in accordo con quelle del campo fisico

(@™ [l [2))5 " (p1y s pn) =

271'1/]70 - v bm—1Mm41.--Un
:—7,;:1%1_1“ I (p1s ey Pt Pt s D)

fEm (pm) @™ (Pm)

(@] [®)5 " (p1, s Pn) =

1 / dp" V215 (p) O (D, p1y s n) @ (D) -

\/ﬁ — n—1 (P15 s Pm—1,Pmt1s -r Pn)

(a(p)|®)pt " (p1, .y pn) =

vn+1 .,

= VI e .
o \/p_ofy (p) oo™ (001, s 1)

(8.96)

(8.97)

(8.98)

(8.99)

(8.100)
(8.101)

(8.102)

(8.103)

(8.104)

(8.105)

I1 sottospazio fisico H; di H viene generato da successive applicazioni dell’operatore di

creazione sul vuoto, e il generico stato fisico (8.69) si puo scrivere come

1
D) = —/d2_’.../d2_'an e pn)at at (py) |® ,
|®y) nzzom P Pan (p1, -, pn) @t (p1) .a™ (pn) | o)

con ay, (p1, ..., pn) funzioni arbitrarie, simmetriche nelle variabili, e tali che

o0
> [ @ [ @pnlan (roep)F =1
n=0

(8.106)

(8.107)

Va infine notato che l'espressione fisica del campo ottenuta ¢ utilizzabile solo in elementi
di matrice che non contengano stati intermediari non fisici, ovvero elementi di matrice di

prodotti normali di campi, quali sono tutte le osservabili.
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8.2 Gravita

La realizzazione esplicita dello spazio degli stati e degli operatori di campo della gravita
procede esattamente nello stesso modo che nel caso dell’elettrodinamica e non presenta
difficolta aggiuntive. L’isolamento delle eccitazioni fisiche viene eseguito analizzando gli
autovalori della funzione di Wightman e costruendo operatori di creazione ed annichilazione
per gli stati fisici.

8.2.1 Spazio degli stati e operatori di campo

Data la natura tensoriale delle teoria, lo spazio degli stati H

H={|?)} (8.108)
¢ costituito dalle sequenze
|q)> = {QS(]’ ¢l1“l/1 (pl) ) 51V1M2V2 (pl,P2) PREXS] ¢¢tly1m‘unl}n (pl, apn) ) } ) (8109)
ove
I (py, . pa) € S (R (8.110)
indica un tensore completamente simmetrico rispetto agli scambi
Wi < Vi, (8.111)
(mivi, pi) < (15v5,05) - (8.112)

Lo spazio H cosi definito costituisce lo spazio di Fock, e le funzioni @H1¥1-Hntn (py ... p,)
rappresentano le componenti ad n particelle del generico stato. Ogni stato rappresenta un
sistema di particelle, ognuna delle quali ha potenzialmente sei polarizzazioni distinte; uno
stato ad n particelle ha quindi 6n gradi di liberta funzionali.

11 prodotto scalare & definito, V |®) , |¥) € H, come

_ - d3p1 dgpn
(@ W>_§/(2w)3"'/(2w)3

Z?Vl---ﬂnl/n (P1; -+, Pn) melmﬁ (p1) --'Wunynpnm (pn) YRYEPRT (D1, oy D)

(8.113)
Si definiscono poi Vi € S (R3) gli operatori di campo addolciti
W] = [ dal (@) (@) = (107, ) (8114)
W [l = [ dat @) (@) = (1) (8.115)
= gl = / Exh™ (x) ¢ (x) = (", ¢) (8.116)
con le seguenti azioni in H
(hﬂ“/ [(p] ’(I>>)Z1V1---unun (ph ...,pn) _
_ 1 - H1V1 - m—1Vm—1Hm+1Vm+1---UnVn
- 2\/5 mZ:1 (ﬁnfl (p17---7pm—1apm+17---7pn) (8117)

(pptmqVm 4 phVmplim) G (pp,)
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(W [] |@)) " H " (p1, oo ) =
_ d’p
=V

(R o] [ @)1 (1, ooy pn) =

pT( ) Z:-ullylmunyn (P,Pl,apn)Sé(—P) 3

= (h* [p] [@))5 " (1, oy pn) + (BT[] [ @) (P, s Pn) -

Segue
(h+uu (x) ‘@>)ﬂ11’1...#nl’n (ph ---,pn) _

Z (ﬁﬂll’l Hm—1Vm—1Mm+1Vm-+1...UnVn (pl p 1 p 11 p )
PR m—1y m PR n

(nuum nuum + nuum nu,um) eipm:v

)

(71 ()[4 () =
d3p B - .
:\/n+1/WWWpT (p) 0T/ (p, 1, s ) €7P7

(th (1‘) ‘¢>)51V1...“nyn (p17 "'7pn) =

= (WP (@) @), (p1s ey o) + (R7H (2) [ @), (p1s s )

(8.118)

(8.119)

(8.120)

(8.121)

(8.122)

Valgono tutte le dimostrazioni fatte nel quinto capitolo e la realizzazione definita soddisfa

quindi tutti i requisiti necessari.

8.2.2 Stati fisici
Gli stati fisici devono soddisfare la condizione di gauge
(Ol (z)) |®f) =0 .

Deve poi essere verificato che essi abbiano norma positiva.
La funzione di Wightman e

WS (p) = 270 (po) 6 () WO ()
420 (po) 8 (57 — ) W09 (p)

con

i
_ﬂ [n,uaguﬁa + (,U' PN y) + (a s ﬁ)} Do
1
- (? + ) (n“”po‘pﬁ + n*Cptp” )
1 V.0
( ) [rer s + (s = v) + (0 = )]
1
<—2 + p—> [£107pp? + (o v) + (= B)] p

11 31
—(—4+ﬂ—§p>p“ppp5,
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Wmwas (py = — puv pad 4 ( prapuB 4 pus pva)

: (8.126)
o [£197 PV 1 (o v) + (0 )] po
24 ’
o af papﬁ
pof =g B2 (8.127)

1
Come conseguenza della sua forma e della definizione del prodotto scalare, tutti gli stati
con norma non nulla hanno supporto contenuto in VOJr U VJL.
Il vuoto del sistema ¢ del tipo

|®0) = {a,0,0,0,...} , (8.128)

con

ae( . (8.129)

La condizione di gauge (8.123) & identicamente soddisfatta; inoltre, la norma del vuoto
(8.128) ¢

(Dg| Bo) = |al* >0 . (8.130)
Il vuoto fisico ¢ quindi
| 0) = {a,0,0,0,...} , (8.131)
con a complesso tale che
jaf> = 1. (8.132)

Esso costituisce il sottospazio H g di H, a norma definita positiva, degli stati fisici vuoti.
Si consideri poi uno stato ad una particella del tipo

[@1) = {0,060 () + &0 (£),0,0,0,..} (8.133)

con
o @) €S (V') (8.134)
ol () €S (ViF) (8.135)

La sua norma & data da

3 * UV &7
(@1] @1) = /(;ZTP;?) (¢(o) + ¢(u)) " (0) Wovas (p) (¢(o) + ¢(u)) ’ ()

—0 1

= _ HHY 0) af

_/ P ST ?0) P)Wosap (P) 6g) (P) (8.136)
dn" 1 *py (w) af

+/dp 27r\/%¢(u) ) Winas (P) &) (P) -

La condizione di gauge (8.123) fornisce la condizione

d3 - « ;
/ (27r];3PuW“”aﬁ () (¢(o) + ¢(u>) ’ (p)e " =0. (8.137)

Si consideri dapprima la parte a massa zero dello stato (8.133)

@) = {0,060 (),0,0,0,...} (8.138)
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con
o @) €S (Vi) - (8.139)

La condizione di gauge impone la restrizione

—~0 1 ‘
- - (0)pv af —ipr _
/ B S TPV ap (P) 6g) (p) € 0, (8.140)

che implica

WO o5 (p) G35 () = 0 . (8.141)
Usando la (8.125) si ottiene allora
1 164 O(p pV v
£ 20005 0) = 252005 )| =0 (5.142)

da cui segue

pu¢’(‘0") (p)=0 . (8.143)

E facile a questo punto verificare che la norma dello stato (8.138) & nulla come conseguenza
della (8.143); infatti si ha

* v (0) af
(®on| @) = [ "5 m o)W (p) 6% ()
NO %
= /dp W(ﬁ(o)w ()
{277“”77“5 - (77“0‘77”5 + 77“677”“)
_ [ paguge
s [2E57 (= )+ 0 = )] 2r

P(0)as (P) -

Esplicitando le componenti si ha poi

(8.144)

¢*MV ( ) [277;w77aﬁ - (nuanuﬁ + 77#6771/04)] (b((xoﬁ) (p) =
=2[67l,, (1) Sy, ) — 61 () b0y ()]

—2 200 &) - (6780 W) ¢l ) + o) () 73] () (8.145)
+2(0% ()] — (410 (0) 8 (1) + 6% () 6122 ()
2ol )] + (638} )67 ) + 6l ) o7 )]
O (D) [Mual o + (1= v) + (= B)] P07 (p) =

=14 [po (678" (0) %) () = 01y () 673, ()
+9' (673 () Sy () — 672y (1) 570 ()
+2 (675 (0) Dy () — 63y () 57, ()] -

(8.146)
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Dalla (8.143) segue inoltre, per 7 # 0
00 P o P’ 0o
¢(0) (p) = ]9_0¢(0) (p) + p_0¢(o) (p)

Po p?
¢%&) (p) = Egb%) (p) - E‘ﬁ%&) (P) ,

292 Po 02 p' 12
) \P (p) = ?(ﬁ(o) (p) — F¢(O) (p)

0A Pl oix P’ o

¢©) (P) = —@) (p) +—dig) (P)

©) () - ) (p) . ©) ()
che usate rispettivamente nelle (8.145) e (8.146) forniscono

(ﬁz((%y (p) [277;w77a6 - (nuanuﬁ + 77#5771104)] (ﬁéoﬁ) (p) =

=2@f{%30ﬁ£@>%<m+¢?<>WM<D

p'p

Pp

Pp

(ﬁ?g)y ( ) {nllagyﬁa + (M e V) + ((X A /8)} pa(ﬁ((xoﬁ) (p) =

(5% ) 612 ) + 68, () 6182 ()
— (58 W6l ) + 60} ) 67 )]

=()(wﬂm¢w<>¢ () 916 ) -

MasuVOJré
p*=0

e quindi, per p'# 0

Sy () 208 — (Muatlvs + Mustve)] 67y, (p) =

0,

il (D) [a gy + (1o 1) + (0 = B)| D767 (p) =
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(8.147)

(8.148)

(8.149)

(8.150)

(8.151)

(8.152)

(8.153)



Segue, poiché qﬁ?g; (p)es (V0+) ed & quindi regolare

(20| Bon) = 5 lim d%‘¢ , ()
|pl<e

{2mae? — (o 4oy
_i a cvfBo
QM[nME —|—(,u<—>l/)+(04<—’ﬂ)]po
P(0)as (P)
Lo "
{2 — (o 4oy
_i o cvfo
QM[nug +(,u<—>y)+(oz<—>ﬂ)}pa

B(0)as (1)

(8.154)

=0.

Si puo quindi concludere che non ci sono stati fisici ad una particella con massa zero.
Si consideri ora la parte a massa |u| dello stato (8.133)

@) = {0,600 #),0,0,0,..} (8.155)
con
ol () €S (ViF) (8.156)

La condizione di gauge ¢ identicamente soddisfatta, poiché la parte a massa |u| della funzione
di Wightman e trasversale, e non costituisce quindi nessuna restrizione.
La norma dello stato (8.155) &

@w$%w:/%2W%wW<>wwM¢<>

= /dp rmﬁﬂ)w (p)

{(propv 1 pus pre) - puw pos (8.157)

i
b [P 4 (1 o 0) + (o )] o
21

¢(,u)a,6’ (p) .
Per determinare il segno di quest’ultima devono essere analizzati gli autovalori del tensore

W;Sﬁ?:vﬁ (p); dato che la coppia di indici simmetrici o assume sei valori distinti, tale tensore

puo essere visto come una matrice hermitiana 6 x 6, che risulta avere autovalori

A (p )_4@0) >0

A (P) = Ag) (P) = Agg (P) = A5 () = Ay (p) = 0

(8.158)
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e autovettori non covarianti definiti come

2 e Wi @) fi () = Mo @) £ () (8.159)
Sop i @) 15 ®) = o (8.160)

Per trovare la soluzione al problema agli autovalori covariante relativo al tensore W(“) (p),
si osservi che anch’esso deve avere un solo autovalore non nullo; questo suggerisce che €sso
sia proporzionale ad un proiettore. Infatti, usando il fatto che su VJ risulta

p* = (8.161)

si trova facilmente

W () WP 5 (p) = aW L) S (p) (8.162)

s () S
per cui il tensore W;w o (p) si puo scrivere come

W 5 (p) =4PL) o (p) (8.163)

ove P;E!:Lﬁ (p) & il proiettore

pwpvap (p) = % {(pWPVB 4 puﬁpua) _ puv pap

; (8.164)

o [P () + (= B e}
P (p) PU o5 (p) = P S () (8.165)
P S (p) = Pai, () - (8.166)

E evidente che P;S% 3 (p) ha un solo autovalore non nullo pari a 1

Apojjo] (p) =1 167

Ao (P) = Aoz () = Ay () = Az () = A (p) = 0

e autovettori covarianti definiti come

P;EVL,B (p) f;ﬁT] ( ) >‘[p 1] \P ( )f;u/[p] [r] \P ( ) (8168)

che, come verra mostrato, possono essere normalizzati a
*a 1
Tty ) Fapnio) () = 5 (Mol + Mlioi i) - (8.169)

Segue subito che W!E‘VLL (p) ha un solo autovalore non nullo pari a 4 e autovettori covarianti
coincidenti con quelli di P;S%ﬁ (p).

Dalla completezza degli autovettori su VJL segue che la funzione qﬁ?f) (p) si puo scrivere del
tutto in generale come

)= () Sl ) (3.170)
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ove le aj,; (p) sono funzioni scalari arbitrarie con supporto Vj.
La norma dello stato (8.155) si riduce allora a

o 0 af
(@ (1| ) /dp %@ ) ) Wiag (P) 64y, ()

, 1 2 8.171
= / d2p2w2p0 ‘a[o][o] (P)’ ( )

>0 .

Si pud quindi concludere che solo uno dei sei gradi di liberta funzionali a massa |u| con-

tribuisce positivamente alla norma ed € quindi fisico; si noti che a tale conclusione si poteva

giungere anche usando la soluzione non covariante del problema agli autovalori relativo al
(1)

tensore Wwaﬁ (p) visto come matrice. Gli stati fisici ad una particella sono quindi com-
posti da una sola eccitazione a massa |u| e polarizzazione corrispondente all’autovettore non

banale di P;Eu?xﬁ (p), indicato semplicemente con f* (p).

Il generico stato fisico ad una particella si scrive quindi
[@51) = {0,7v/2poa (p) 1 (p),0,0,0,..} (8.172)

con a (p) funzione scalare arbitraria con supporto VJ e tale che

/dzﬁ|a(p)|2 —1 (8.173)

Esso costituisce il sottospazio Hyy di H, a norma definita positiva, degli stati fisici ad una
particella.
Si consideri infine uno stato ad n particelle del tipo

@) = {0,060 (procs o) + S0P (prspa) ,0,0,0,. ), (8.174)

con .
o prspn) € S (1)) (8.175)

n
oL prspn) € S (Vi)' (8.176)
Date le proprieta di simmetria a cui devono soddisfare, le funzioni ¢a16 L+ fn (p1..-sPn) €

¢a161 -0 fn (p1...,pn) POSSONO essere scritte come

a1B1...an0n — cnn 8 177
$0) (1o Pn) = ago) (ProPa) G (1) 5" (Pn) (8.177)
SO (D1 pn) = gy (P1 D) Byt (1) 00" (Pn) (8.178)
ove a(g) (P1--+,Pn) € agyy (P1--, pn) sono funzioni scalari, simmetriche nelle variabili, con sup-
porti (Vo ) (Vj)n. Questo equivale ad asserire che il sottospazio ad n particelle ¢ il

prodotto cartesiano simmetrizzato di n sottospazi ad una particella.
Come conseguenza delle (8.177) e (8.178), e dalla definizione del prodotto scalare, segue
subito che 'unico contributo non nullo alla norma dello stato (8.174) ¢ positivo e proviene
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da uno solo dei gradi di liberta funzionali a massa |u|, corrispondente alla polarizzazione
associata all’autovettore 7 (p).
Il generico stato fisico ad n particelle & quindi dato da

n a1 B an
| ) = {0,0,...,(w 2p0) a(pi, .o pn) 2P (pr) . fon ”(pn),0,0,0,...} . (8.179)
con a (p1, ..., pn) funzione scalare arbitraria con supporto (V;‘)n, simmetrica nelle variabili
e tale che

/dQﬁl.../dQﬁn la(prs )2 =1 . (8.180)

Esso costituisce il sottospazio Hy, di H, a norma definita positiva, degli stati fisici ad n
particelle.

Alla luce di quanto visto, tutti gli stati fisici con un numero finito di particelle hanno un
solo grado di liberta a massa |u| e norma positiva, e lo spazio degli stati fisici ¢ quindi dato
dal completamento unico del prodotto dei sottospazi H .

Il generico stato fisico e

[®f) = {00,77\/2 (p1)oar (p1) [ (p1), -

2 (P00 T2 (Pr)on (91, 20) F20 (p1) o 5 (pa) .}

(8.181)

n
con ay, (p1, ..., pn) funzioni scalari arbitrarie con supporto (Vj) , simmetriche nelle variabili,
e tali che

Z/d2ﬁl.../d25n|an (s p) 2 =1 . (8.182)
n=0

Esso costituisce il sottospazio H di ‘H, a norma definita positiva, degli stati fisici.
Il ruolo del tensore @101 (p1)...f* P (p,) consiste nel selezionare la polarizzazione fisica
dei gravitoni, capace di contribuire ai valori di aspettazione.

8.2.3 Tensore di polarizzazione

11 tensore di polarizzazione f* (p) puo essere calcolato esplicitamente.
Deve essere

PY (1) £ (p) = fuw (p) - (8.183)

Da questa, essendo P;Elu% 3 (p) trasversale e tale che P uas = 0, segue subito
puf™ () =0, (8.184)
ffu(p)=0. (8.185)

Con l'aiuto di quest’ultime, la (8.183) diventa

£o7 (p) + i 97D 2 (0) + €7D, £ ()] = 0. (8.186)
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Segue, esplicitando le componenti

i f (p) + 2% (p) — p' f2 (p) =
p?f% (p) + 2ipf (p) — p° 1% (p) + f11 (p)—p' 2 (p) =0
p % (p) = PP fO (p) + 2ipf (p) — p' f22 (p) + P22 (p) = 0 (5.187)
p?fO (p) +ipf (p) — p°f2 (p) = ’ '
p O (p) + P f2 (p) — P fH (p) — °f22( )+ 2ipf1? (p) =0
P fO (p) +inf? (p) — p°f2 (p) =
la cui soluzione &
%) =a(p) 5 — 1?)
o (p) = a(p) (P°p" — inp?)
22 (p) = e (p) (P°P?* +ipp")
0l _ ium2 2
M (p) = al(p) % : (8.188)
92 1\ (1°p? + ipp")?
f#(p) =al(p) B
0,1 g 2 0,,2 i 1
F2(0) = a (p) (»°p h )_(p2p +iup")
by — K

con «(p) arbitraria; quest’ultima viene ridotta ad una fase dalla condizione di normaliz-
zazione

£ p) fas (0) =1, (8.189)
che implica )
o (p)|* = o (8.190)

Questa dimostra in particolare che la condizione (8.169) ha il segno giusto. Scegliendo

1 .
a(p) = z—lﬂezﬁ@ , (8.191)
la forma esplicita cercata e
Py — 1 POt — ipp? pPp? + ipp!
. 2 . .
1 01 i? (p%p" — ipp?) (0%p" — iup?) (V°p* +ipp')
f;w(p):_ pp Hp pQ_MQ p2_ 2
202 0 0 H
. . . 2
, (p°p' —ipp?) (P°p? + ipp") (p°p® +ipup')
p” +up 2 2 2 2
by — K bo— K
¢'B(p)
(8.192)
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Anche in questo caso, la fase [ (p) non ¢ completamente arbitraria. Infatti, pur non in-
cidendo sulle proprieta di definizione del tensore di polarizzazione, essa influenza il suo
comportamento infrarosso. Nel limite in cui |p] — 0 si ha

0 0 0
.M i v
1 — i lim { B(p)—27,70(p)
f,ul/ (O) _ 5 0 1 ’L|Iu| e ‘p\_@( 1] ) ’ (8193)
0 i -1
iz
con
P2
0 (p) = arctan (E) . (8.194)
Ricordando che quest’ultima funzione ¢ singolare nell’origine
lim 6 (p) =2 (8.195)
[p1—0
si deve scegliere
B(p) = 2ﬁ9 (p) +7(p) . (8.196)

con v (p) funzione arbitraria ma regolare.
Soltanto in questo modo la fase arbitraria, rappresentata a questo punto da ~ (p), diventa
completamente ininfluente, e pud quindi essere posta uguale a zero, ottenendo

Py — 1° ppt — ipp? p°p? + ippt
. 2 . .
1| pOp! —ipp? @’ —inp?)” (°p" — ipp?) (°p° + inp")
f‘“’(p)—ﬁ P2 — 2 P2 — 112
. , o
o2 .1 (@ —iw?®) (0 +ipp') (p°p* + ipup")
p°p? +ipp sas vrruw)
Po— H Py — K
o
612“”9(17) )

(8.197)
Per quanto visto, il tensore di polarizzazione soddisfa, indipendentemente dalla scelta della
sua fase di normalizzazione, le importanti proprieta

)
)+ 5, (70D fs” (p) + £ Ppafs (0)] =0, (8.198)
puf* (p) =0, (8.199)
ffup) =0, (8.200)
1 (p) 177 (p) = PUob (p) (8.201)
mentre con la fase scelta, le sue derivate soddisfano l'altrettanto importante proprieta

= po — |1l o Py
() 0 fuw (p) = —4i ' -
L po by
Si osservi che questa e regolare nell’infrarosso, come lo ¢ il vettore di polarizzazione scelto;
una scelta di fase diversa dalla (8.196) produce invece inevitabilmente una divergenza in-

(8.202)

frarossa, come puo essere facilmente verificato.

108



8.2.4 Operatori di creazione ed annichilazione

In accordo con quanto spiegato nel quinto capitolo, ¢ possibile espandere il campo in modi
normali

3
W @)= | (371)’ 200 [T (0) aus (p) e P + W0 (p)afy () €77] . (8.203)

Si & visto che tutti gli stati fisici hanno massa |u| e polarizzazione f*¥ (p); come conseguenza,
anche il campo fisico, ovvero la parte rilevante del campo nei valori di aspettazione su stati
fisici, ha massa |u| e polarizzazione f*” (p), e puo essere scritto, secondo quanto illustrato
nel quinto capitolo, come

W @) =2 [ dp" [a ) £ ) e 0t ) £ () €] (8.204)

Dalle proprieta del tensore f*” (p) segue che il campo fisico soddisfa i vincoli previsti nel
secondo capitolo

Y 1
W (p) — % [S“W%hfg” () + E¥*FOphyg" (x)] =0, (8.205)
Ouh (1) =0, (8.206)

W) =0, (8.207)

e la sua equazione del moto si riduce a
(D4 )y (@) =0 . (8.208)

Come conseguenza delle dimostrazioni generali fatte nel quinto capitolo, gli operatori a™ (p)
e a (p) sono operatori di creazione ed annichilazione per gli stati fisici e soddisfano le regole
di commutazione convenzionali

la(p),a* ()] =0 (F—q) , (8.209)
[a(p),a(q)] =0, (8.210)
[a™ (p),a™ (@)] =0 . (8.211)

Gli operatori addolciti, Vo € S (R?)

alel = [ @) e ) = (@,0) . (3212)

ot lel = [ @it (0" ) = (a6 (5213)

soddisfano le regole di commutazione, Vi, x € S (R?)

ale).a (] = [ (o) x" () (3.214)
[alg],alx]] =0, (8.215)
[a® [¢],a" [x]] =0, (8.216)



e hanno le seguenti azioni, in accordo con quelle del campo fisico

(@ [l [ @) (P, s pn) =

/2P0
_ Po Z ¢/;1_1/11.../Jm—11/m—1/»1m+11/m+1---HnVn (pl’ cees Pm—15Pm+1, ,pn) (8217)
\/ﬁ m=1

JEmYm (D) ©* (Pm)

(afe] [@))5" " (p1, oo pn) =

L o (8.218)
_ ,/n+1/dp“2fpr (p) T (p,pr, o) @ (D)
Segue
(a%t (p) | @), H " (p1y s pn) =

s

2 n
Po Z ¢Z1_V11.--Mm71melﬂm+le+1...Mnl/n (P1y +evs Prits P 1 - P (8.219)
\/ﬁ m=1

fume (pm) 62 (ﬁ_ ﬁm) )

(a (@) [@)p " (p1, s Pr) =

_ v n 1 * PTUIVL...UnVn (8'220)

- - 2p0 p’T(p) n+1 (p,pla--'apn) .

I1 sottospazio fisico H; di H viene generato da successive applicazioni dell’operatore di
creazione sul vuoto, e il generico stato fisico (8.181) si puo scrivere come

21
b= — | &@pr... | &pan (p1,....pn)at at () |®@ro) . 8.221
2= 3 o [ @ [ @ 1) 1) ) 210 (3221)

con ay, (p1, ..., pn) funzioni arbitrarie, simmetriche nelle variabili, e tali che

Z/d2ﬁl.../d2ﬁn|an (Prsp) 2 =1 . (8.222)
n=0

Va infine ricordato che, anche in questo caso, ’espressione fisica del campo ottenuta &
utilizzabile solo in elementi di matrice che non contengano stati intermediari non fisici,
ovvero elementi di matrice di prodotti normali di campi, quali sono tutte le osservabili.

8.3 Analogie fra elettrodinamica e gravita linearizzata

Dall’analisi dei gradi di liberta fisici dell’elettrodinamica e della gravita linearizzata appare
chiara la grande similitudine che le lega; il motivo fisico di tale somiglianza risiede nel fatto
che le due teorie prese in esame sono entrambi versioni abeliane topologicamente massive
della teoria di Klein-Gordon, che, come verra verificato, corrispondono a spin 1 e 2. Le
equazioni ed i vincoli delle due teorie hanno esattamente la stessa struttura, e il legame che
intercorre fra i loro gradi di liberta fisici puo essere concretizzato notando che i tensori di
polarizzazione definiti sono legati dalla relazione

) =f®f o . (8.223)
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Matematicamente, questo € conseguenza del fatto che su V;r risulta

1
pwmwad )y — - (p(u)ua (p) PWYB (p) + Pl (p) plwve (p)) : (8.224)

2
Fisicamente, le due teorie sono differenziate essenzialmente dalla rappresentazione di spin
a cui corrispondono; dalla (8.223) e dal fatto che in tre dimensioni lo spin ¢ scalare, segue
in particolare che la gravita ha spin doppio rispetto all’elettrodinamica e che le due rapp-
resentazioni sono legate da un prodotto tensoriale.
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Capitolo 9

Osservabili delle teorie
tridimensionali topologicamente
massive

In questo capitolo vengono analizzati gli operatori corrispondenti a quantita conservate
osservabili; in particolare, viene verificato che la struttura dei generatori del gruppo di
Poincaré soddisfa i criteri fisici e geometrici necessari alla loro identificazione con le costanti
del moto convenzionali. Tale analisi non essendo stata mai fatta in modo rigoroso, i con-
seguenti risultati assumono particolare rilevanza.

9.1 Gruppo di Poincaré

L’associazione di determinati operatori alle rispettive osservabili viene effettuata con criteri
di teoria dei gruppi. Si richiede che il quadrimpulso sia il generatore delle traslazioni spazio-
temporali e che il momento angolare totale sia il generatore delle rotazioni spaziali.

I generatori del gruppo di Poincaré devono soddisfare le regole di commutazione

[P, P'] =0, (9.1)
[MM, PO = —i (1" P” — "®PH) 9.2)
[M# MO = i (o M — e M — M) (9.3)

Si puo dimostrare che le rappresentazioni tridimensionali dell’algebra di cui sopra sono clas-
sificate dallo spin e che quest’ultimo & scalare, come il momento angolare; piu precisamente,
indicando con p* gli autovalori di PH, tali che p? = 2, lo scalare di Pauli-Lubansky

1
W = 2 Eau PO M™ (9.4)

¢ un invariante di Casimir e

W =lulS, (9.5)

ove S indica lo spin.
Una volta determinati gli operatori identificabili con i generatori, il quadrimpulso, il mo-
mento angolare e lo spin rimangono individuati.
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Il quadrimpulso ¢ dato semplicemente da P* mentre il momento angolare ¢ dato da

J= §€ijM] =M . (9.6)
Il fatto che lo spin sia
1
S=—W (9.7)
|l

¢ poi confermato dal fatto che nel sistema di riferimento a riposo, esso coincide con il
momento angolare totale; infatti si ha
1
|1l
1
2|ul
1 (9.8)
= —Eou |l My
2|ul f
1 g
=Jr .

Eoyu PEME

E importante osservare che nel caso tridimensionale, lo spin ¢ continuo; infatti, la sua natura
scalare ¢ responsabile dell’assenza di regole di commutazione interne capaci di quantizzarne
gli autovalori. Lo stesso ragionamento vale per il momento angolare orbitale.

I candidati migliori per i generatori del gruppo di Poincaré sono ovviamente le cariche
di Noether associate all'invarianza della teoria rispetto a quest’ultimo; tuttavia, deve co-
munque essere verificata la validita dell’algebra di Poincaré individuata dalle (9.1), (9.2) e
(9.3).

9.2 Elettrodinamica

L’analisi del contenuto fisico dell’elettrodinamica procede secondo i schemi convenzionali; i
generatori del gruppo di Poincaré sono le cariche corrispondenti ai tensori canonici conser-
vati che discendono dalla covarianza relativistica della teoria.

9.2.1 Generatori del gruppo di Poincaré

La matrice di spin del campo vettoriale A* ¢

(E/,I,V)PT — 77,upnm— o n,m-nl/p ) (99)

I tensori energia-impulso e del momento angolare canonici sono

T =g WA, — L (9.10)
MraB — gaquB _ g Bue y p(n) (gaﬁ) AT (9.11)
pT
e le loro cariche
PH = /de: (ﬂ'p (x) 0" A, (z) — "L (x)) s (9.12)
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ww = [ @i [a (29 (@) 04, (2) =L (@) = 0" (=2 (@), () 1L (2)

7 (z) (SH),, A7 (2)]

(9.13)
Si osservi ora che i valori di aspettazione di bilineari nei campi in ordine normale non
contengono, in senso ovvio, stati intermedi, ma dipendono solo dalla parte distruttiva dei
campi; questo assicura che nei valori di aspettazione di quest’ultimi su stati fisici, tutti i
vincoli possono essere imposti in maniera forte.
Usando i vincoli soddisfatti dal campo fisico, le parti fisiche del momento canonico e della
lagrangiana, ovvero quelle che contribuiscono nei valori di aspettazione su stati fisici, si
pOSsono scrivere come

1
7'('}1 _ §Fu0 ’ (914)
Lp=0, (9.15)
ed i generatori fisici come
P = [ (@00 A0 ) - X @A @) . (010
i 1 = ¢
pi= g [ (@45 + oA @) A @] @17
M?:‘égﬁ/ff:KWA7@%HW4N@)&mﬂW“#u@)
(9.18)
1
+ (60A’} () oAk (x) — 9" AG () B Ao (fﬂ))} o
) ) 1 . i
MY = 1P} + 5 / 23 [—at (A (2) 0,0 Ago () — 0° A% () Do Agy () 9.19)

+(20°4] () — 0 AY () AY () — 0°AY () A} ()] -

Per capire quale sia la loro azione sugli stati fisici, ¢ conveniente esprimere i generatori in
termini degli operatori di creazione ed annichilazione; usando ’espansione in modi normali
e le proprieta del vettore di polarizzazione si trova, dopo conti piuttosto lunghi

P = [ @at pat) . (9.20)

M?:gﬁ/fﬁ

«* (v) (—%) o)+ fha* <p>a<p>] , (9.21)

MY =¢pPi+ /dz_' a® ! 00 | a(p) + iié’i kat (p)a , 9.22

con

0 (p) = arctan (p_i) . (9.23)

b

Con un po’ di pazienza si verifica che questi generatori soddisfano effettivamente 1’algebra
di Poincaré.
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9.2.2 (sservabili

Dalla conoscenza dei generatori seguono gli operatori corrispondenti alle osservabili; si trova

P = [ @at pat) . (024)
Jr = /d2ﬁ [cﬁ (p) (—%%) a(p) + |—Z|a+ (p)a(p)] 7 (9.25)

. Lo
ond o m m ¢ n
Sy = /d2p/d2q [_Iul (P = a’p™) a* () a(p)a” (@) | 5Emnd ) a(q)
qo n P qu . (9.26)

m’i—\w}ﬁiw (p)a(p)a® (g)a(q)

Su uno stato fisico puro ad una particella

@41 (k) = a™ (k) |®y0) (9.27)
segue
(@51 (k)| PH @1 (k) = K, (9.28)
(@41 ()| J7 | @1 (k) = ﬁ , (9.29)
(@1 ()| Sp @1 () = ﬁ . (9.30)

Quindi, 'operatore a™ (k) crea un fotone di massa |u|, quadrimpulso k* e spin ﬁ
i

Su un pacchetto d’onda fisico ad una particella
@51 []) = a™ [¢"] |‘I>fo>
= /d2k<P (k) |@0) (9.31)
= [ e (k) 271 ()

si ha invece

(@71 19| P 1271 0]) = [ ™ (0) (6 0 () (9:32)
@51 (611 s 1B ) = / P (1 (33 |Z|) o(h) | (9.3
@116l Sy 1051 16)) = [ e ) (L) 0 (039

Questi valori valori di aspettazione possono essere verificati usando i campi completi, con-
fermando cosi che la procedura usata per isolare la parte fisica del campo & giusta.

La forma delle (9.32), (9.33) e (9.34) conferma che, come anticipato, la funzione ¢ gioca il
ruolo di funzione d’onda ad una particella; inoltre, le osservabili possono essere viste, come
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in meccanica quantistica, come operatori agenti sulle funzioni d’onda. Dalle precedenti
segue, nello spazio degli impulsi

i (9.35)
~ 10
Ly=—-—— .
- (9.36)
&
Sp=—, (9.37)
Tl

~ 10 I
Jf:Lf—FSf:;%—i-m . (9.38)

9.3 Gravita

Nell’analisi del contenuto fisico della gravita intervengono particolarita dovute alla pre-
senza di derivate di ordine superiore nella lagrangiana. I generatori del gruppo di Poincaré
sono le cariche corrispondenti ai tensori canonici conservati che discendono dalla covarianza
relativistica della teoria, sviluppati nel quarto capitolo.

9.3.1 Generatori del gruppo di Poincaré

Le matrici di spin dei campi tensoriali h*” e k% sono

1
(E;w)praﬁ _ 5 [nuﬂnuanrﬁ + nm—nuﬁnpa + (e p)— (e y)} , (9.39)
ijo3 7 1 o o
(EHVO)\)U@ _ (Eﬂy)l_]aﬁ ,,7)\0 _ 5 (,,Tu(],r}l/)\ _ ,'711077;1)\) (nlan]ﬁ + 772/377.70‘) . (940)

I tensori energia-impulso e del momento angolare canonici sono

T = 7™M b, + s kyy — L (9.41)
MPeB = gohb g fhe  apm(0) (zaﬁ)m A By + 5900 (zaﬁm)lj Thhpr ,  (9.42)

e le loro cariche
Pt = /dzfz (WPT (2) M hyr () + 87 () OFkij (2) — "L (w)) D (9.43)

MM = /de: [m“ (WPT (2) 0" hyr () + 5 () 0Ky (z) — n°L (w))
—a¥ (7T (x) O hyr (3) + 87 (2) Ok () — 0L (2)) (9.44)
7 (2) (27, 2o (0) + 57 () (S200) 07 0plr ()]

Ancora una volta, i valori di aspettazione di bilineari nei campi in ordine normale non
contengono, in senso ovvio, stati intermedi, ma dipendono solo dalla parte distruttiva dei
campi; questo assicura che nei valori di aspettazione di quest’ultimi su stati fisici, tutti i
vincoli possono essere imposti in maniera forte.
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Usando i vincoli soddisfatti dal campo fisico, le parti fisiche dei momenti canonici e della
lagrangiana, ovvero quelle che contribuiscono nei valori di aspettazione su stati fisici, si
pOSsono scrivere come

7P = —%3%00 : (9.45)

% = —é (6°% + 30'h™) (9.46)

nf = % (200K + 30'h% + +307K%) (9.47)
i = —i (7R + 1) (9.48)

Ly = —i (ahn) (D 11) | (9.49)

ed i generatori fisici come

1 N mn
= Z /d21' : <3Oh(}ﬂ (.%') 30hf0ﬂ (.%') — h?ck (1‘) 3080hf0k (1‘) — hf (.%') 3030hfmn (1‘)) Ly

(9.50)
1 - v %
=1 [ @5 (PR @) b @) : (9-51)
M}j — igij/dei [aoh}”j (x) gmnxmanhflw (x)
(9.52)
+2,U, (hwj (-%') hf/uz (.%') - Qh!;o (1‘) hf,uO (.%')):| f
MY =tPi+ /d2 £: ot (R () Dohgop () — Y () odoh o ()
—h?ln (CU) aanhfmn (x)) (9'53)

+3h?i (2) o () — hpuo () Boh?i (x)} :

Per capire quale sia la loro azione sugli stati fisici, & conveniente esprimere i generatori in
termini degli operatori di creazione ed annichilazione; usando ’espansione in modi normali
e le proprieta del tensore di polarizzazione si trova, dopo conti molto lunghi

Py = /d2 ptat (p)a(p) , (9.54)

y=ei [t o) (—%a%) <p>+2,—ft‘a+ <p>a<p>] , (9.55)

My :tP}JF/dQﬁ [cﬁ (p) (%po@i) (v )+2,Z,M%p5'kpka+ (p)a(p)] , (9.56)
con p2

6 (p) = arctan (E) . (9.57)

Con un po’ di pazienza si verifica che questi generatori soddisfano effettivamente 1’algebra
di Poincaré.
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9.3.2 Osservabili

Dalla conoscenza dei generatori seguono gli operatori corrispondenti alle osservabili; si trova

P = [ @at pat) . (0.58)
Jr = /d2ﬁ [cﬁ (p) (—%%) a(p) + 2%@* (p)a(p)] , (9.59)
Sp= /d2p/d2q [ﬁ (poqm — qopm) a® (p)a(p)a™ (q) ( 5mn3") (q)
O+ 1% (9.60)
7 !
wm +(p)a(P)a+ (q)a(q)

Su uno stato fisico puro ad una particella

@41 (k) = a™ (k) |®y0) (9.61)
segue
(@1 (k)| P |D g1 (k) = k¥ (9.62)
(@1 (k)| Ty [ @1 (k) = 2& , (9.63)
(@71 (k)| Sy @51 (K)) = ﬁ . (9.64)

Quindi, 'operatore a™ (k) crea un gravitone di massa |u|, quadrimpulso k* e spin 2%.
i

Su un pacchetto d’onda fisico ad una particella
@51 [e]) = a™ [¢"] |‘I>fo>
= / ke (k) a* (k) | o) (9.65)
= [ e (k) 271 ()

si ha invece

(@51 [l Pf 101 [ = [ 2R () (6 (h) (9.66)
(@p1 ]l Jr g1 [ /ko * <_Q+ ﬂ) (k) , (9.67)
@51 1611y 19 16l) = [ e () (2 ) 0 h) - (0.68)

Questi valori valori di aspettazione possono essere verificati usando i campi completi, con-
fermando cosi che la procedura usata per isolare la parte fisica del campo & giusta.

La forma delle (9.66), (9.67) e (9.68) conferma che, come anticipato, la funzione ¢ gioca il
ruolo di funzione d’onda ad una particella; inoltre, le osservabili possono essere viste, come
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in meccanica quantistica, come operatori agenti sulle funzioni d’onda. Dalle precedenti
segue, nello spazio degli impulsi

=t (9.69)

Li= %% : (9.70)

Sy = 2% , (9.71)
jfzif+3f:%%+2’—/’j‘ . (9.72)

9.4 Anomalie

In entrambe le teorie prese in esame, i generatori del gruppo di Poincaré sono le cariche di
Noether associate alla covarianza relativistica della teoria. La chiusura dell’algebra e stata
dimostrata solo sugli stati fisici; questo basta per assicurare la covarianza relativistica delle
previsioni fisiche della teoria, ovvero dei valori di aspettazione su stati fisici.

I generatori ottenuti differiscono in entrambi i casi da quelli relativi al campo di Klein-
Gordon con spin zero per termini che mettono in chiara evidenza lo spin. Il fatto che
lelettrodinamica e le gravita, nonché la teoria di Klein-Gordon, abbiano generatori dello
stesso tipo e della forma

P = [ @'at pat) . (0.73)
My = Eij/dQﬁ a’ (p) (—%%) a(p) + Sa* (p)a(p)} : (9.74)

01 7 21 + <Z_0—_; S ik _+
M :tPf+/d P [a (p) (510 0) a(p)+wé’ kp"a (p)a(p)] : (9.75)

non € un caso, e conferma che la loro analogia formale trova radice nella teoria dei gruppi.
Infatti, qualunque rappresentazione tridimensionale dell’algebra di Poincaré risulta essere
unitariamente equivalente a quella ottenuta; inoltre, si intuisce che queste sono tutte e sole
quelle ottenute lasciando arbitraria la fase di normalizzazione nei tensori di polarizzazione.
Questa proprieta non ¢ banale ed ¢ correlata ad alcune sottigliezze provenienti essenzial-
mente dal comportamento infrarosso delle teorie tridimensionali; in particolare, vale la pena
analizzare le conseguenze di una scelta di fase non regolare, tale quella scartata con criteri
di regolarita.

Non ¢ difficile vedere che conservando una fase arbitraria aggiuntiva S (p) nei tensori di
polarizzazione usati, i generatori diventano

Pp= [ @it paw) | (9.76)
i 0

My = 5”’/d2ﬁ {cﬁ (p) (—5%) a(p)+S <1 + %v (p)) a’ (p)a(p)] : (9.77)
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k

MY =Pl 4 / d*p [cﬁ (p) (%poai) a(p)+S <‘ /jlfpo —p’0'y (p)> a* (p)a (p)]

(9.78)
Contemplando il caso generale di una fase irregolare, I’algebra di Poincaré acquista una
anomalia nel commutatore di due boost

0i 05| . iJ i
[M ,Mfﬂ} =i (Mf] - 5JA) , (9.79)
con
A=—uS / d*pp €™ 00y (p) a* (p) a(p) (9.80)

Se la funzione v (p) ¢ regolare in tutto R?, ovvero v (p) € S (R?), vale il teorema di Schwartz
e lalgebra si chiude; la rappresentazione ottenuta ¢ unitariamente equivalente a quella di
partenza, poiché ottenibile con una ridefinizione di fase regolare degli operatori di creazione

ed annichilazione ‘
a(p) — a(p)es (9.81)

at (p) — at (p)e P (9.82)

Tuttavia, i termini aggiuntivi nei generatori rispetto al caso di spin zero non hanno piu
la forma semplice che avevano in partenza; questo dimostra in particolare che non ¢ lecito
dedurre lo spin della teoria dalla sola forma dei generatori, ma deve invece essere usato in
ogni caso lo scalare di Pauli-Lubansky, che ovviamente fornisce il valore S indipendente-
mente dalla fase scelta. L’unico effetto di una ridefinizione di fase regolare ¢ quindi quello
di cambiare il sito funzionale del momento angolare orbitale e di spin negli stati.

Se la fase v (p) non & regolare, v (p) ¢ S (R?), non vale il teorema di Schwartz e 1’algebra
non ¢ soddisfatta. Questo conferma che il criterio di regolarita del tensore di polarizzazione
& plausibile, e mette in evidenza il fatto che una ridefinizione di fase non regolare non puo
essere considerata come una trasformazione unitaria.

Infine, & immediato ma interessante analizzare le conseguenze dell’uso dei tensori di polar-
izzazione non regolari nell’infrarosso, scartati nell’ottavo capitolo; essi si ottengono con la
fase

v(p)=-0) - (9.83)
I generatori diventano
P = [ @it p)a() | (9.84)
;0
i i . 7
ij _ g /dea+ (») (_5%) a(p) , (9.85)
' S
j j - v 0gi i
MY =tPj + / d*p [cﬁ (p) (51903) a(p) + o —& wpta” (p)a(p)] : (9-86)
Usando le equazioni di Cauchy-Riemann si trova poi [43][44][35]
EM 0,000 (p) = 2162 (p) | (9.87)
e 'anomalia e
A = 2rp?Sat (0)a (0) . (9.88)
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Si vede che, come conseguenza della non regolarita infrarossa iniziale del tensore di polariz-
zazione, l'algebra contiene divergenze e anomalie, anche loro infrarosse. Inoltre, qualsiasi ar-
gomentazione mirata ad una regolarizzazione a posteriori della singolarita € ingiustificabile,
poiché tutti gli integrandi che compaiono nei generatori producono integrali convergenti
nell’infrarosso in due dimensioni. Si puo quindi concludere definitivamente che le teorie
topologicamente massive sono finite nell’infrarosso, anche se tridimensionali.

Infine, come ulteriore conferma del fatto che le possibili anomalie siano matematiche e non
fisiche, ovvero che la rappresentazione dell’algebra contenente I’ambiguita infrarossa debba
essere scartata in primo luogo su base matematica, si puo verificare che lo scalare di Pauli-
Lubansky fornisce il valore S per lo spin anche con fasi irregolari, quali quella appena presa
in esame.
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Capitolo 10

Conclusione

Lo scopo di questo lavoro, probabilmente raggiunto, era di presentare una quantizzazione
delle teorie tridimensionali topologicamente massive che fosse sistematica, rigorosa e ca-
pace di determinare accuratamente le caratteristiche degli stati fisici. Dalle varie analisi
condotte sono emerse alcune peculiarita che acquistano una notevole importanza, essenzial-
mente per il fatto che puntualizzano alcune sottigliezze caratteristiche delle teorie abeliane
topologicamente massive, finora oggetto di parecchie controversie; inoltre, & stato svilup-
pato un nuovo metodo del tutto generale per affrontare la quantizzazione canonica di teorie
di gauge abeliane comunque complicate in modo limpido, estendendo e conciliando alcune
tecniche gia note.

I risultati ottenuti nella quantizzazione dell’elettrodinamica e della gravita topologicamente
massive sono in accordo con quanto trovato nella letteratura [15], nella quale il contenuto
fisico delle teorie prese in esame viene derivato con altri metodi piu semplici, ma forse meno
convincenti. Il procedimento utilizzato presenta tuttavia il vantaggio di fornire risultati
covarianti e direttamente interpretabili, nonché di fornire una descrizione, completa ed
accurata dal punto di vista matematico, degli stati delle teorie libere. Lo spin & stato
determinato in modo rigoroso calcolando il valore medio dello scalare di Pauli-Lubansky.
Sono stati ottenuti stati fisici regolari nell’infrarosso introducendo una opportuna fase che
regolarizza il comportamento dei tensori di polarizzazione; infine, ¢ stato mostrato che
tale scelta di fase conduce all’unica rappresentazione dell’algebra di Weyl che permetta la
chiusura dell’algebra di Poincaré, e gli stati ottenuti sono quindi gli unici a poter essere
utilizzati in applicazioni della teoria interagente.

L’elettrodinamica contiene una eccitazione fisica a massa |u| e spin Tllj_l’ convenientemente
descritta dal vettore di polarizzazione regolare nell’infrarosso

p? — pi
1 ito(p)
f*(p) = ipp® — pOpt | e W (10.1)
202 (p§ — 1)
—ipp' — p°p?
Il propagatore e
. i Cu
S (p)= ——— Py gy, | 10.2
() p2—u2+z’e[ +Zp2+z‘e Pe (10.2)
con b
v v p p
PH = phv — PR (10.3)
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Procedendo come nell’ottavo capitolo, si puo vedere che il polo a massa zero viene cancel-
lato in virtu della conservazione delle correnti con le quali ¢ contratto il propagatore. Il
contributo dominante & quindi dettato dal polo a massa |u| e si puo scrivere come

2i

SH (p) = _mp(u)w () (10.4)

in termini del proiettore esaminato nell’ottavo capitolo

) :

P () = 5 (puv + ﬁguwpp) 7 (10.5)
v v Pp”

P = - B (10.6)

L’interazione avviene quindi tramite tre fotoni a massa |u| e coinvolge solo una proiezione
delle correnti

J# (p) = PYH (p) J,, (p) - (10.7)
Infatti, I'integrale di interazione &

62

d3 ~
=~ 4Z/< )sJu< p) 5" (p) J, (p)

X (10.8)

J" (p) .

La gravita contiene anch’essa una eccitazione fisica a massa || e spin 2‘ E convenientemente
descritta dal tensore di polarizzazione regolare nell’infrarosso

Py — 1 pOpt — ipp? pPp? + ipp!
0,1 2\2 0,1 _ 002\ (00,2 | ;01
» 1| g0t — i (p p_—inp ) (r°p wpz) (p Pt i )
M =53 i P —
. . . 2
02 . 1 (P°P" —iwp?) (P°p® +ipp') (p°p* + iup")
pp” +iup 55 R R S
bop— by — K
N:E
2Tu @)
(10.9)
Il propagatore e
SrraB (py = — ‘ [(PWP”ﬁ + PWPW) - 2PWP@5}
p? + i€
_ ? . {P;U/Pa,@ _ (P“O‘PVB 4 Puapl/,@)
p? — M2 + 1€
it v (grae pov 4 grao pou 4 gndo pav 4 E”BUPO‘“)} ,
p? + ie
(10.10)
con v
LV i (10.11)

p? + i€
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Anche in questo caso, procedendo come nell’ottavo capitolo, si puo vedere che il polo a
massa zero viene cancellato in virtu della conservazione dei tensori energia-impulso con i
quali & contratto il propagatore. Il contributo dominante ¢ quindi dettato dal polo a massa
|| e si puo scrivere come

43

Suvap —
(p) o

PR (p) (10.12)
in termini del proiettore esaminato nell’ottavo capitolo

Pwprap (p) = i {( praprb PWPVO‘) — prv pop

Z. (10.13)
o[£ P 4 (o ) + (@ B)] Pa} ,
2p
[T
T i (10.14)
12

L’interazione avviene quindi tramite sei gravitoni a massa |u| e coinvolge solo una proiezione
dei tensori energia-impulso

T (p) = PUH (p) Tog (p) - (10.15)

Infatti, I'integrale di interazione &

2 3
R /&T (—p) 5% (p) Tag (p)

_g (271')3 pv
(10.16)
- () e )
2 ) o i

Per entrambe le teorie, € stato determinato quanto necessario per impostare un’approssimazione
perturbativa dell’interazione con un campo di materia; in particolare, ¢ stata stabilita defini-
tivamente la conseguenza dell’ambiguita infrarossa sulla forma degli stati attraverso la fase
aggiunta.

E particolarmente interessante delineare un parallelo fra le tecniche di indagine usate finora
in letteratura e il modo di procedere del presente lavoro. Nel lavoro di Deser, Jackiw e
Templeton [15], lo spin delle teorie prese in esame viene determinato dalla sola analisi della
forma dei termini aggiuntivi presenti nei generatori del gruppo di Poincaré, determinati
peraltro in modo diverso, dopo aver eseguito una trasformazione di fase che rimuove le
divergenze e anomalie infrarosse. Per quanto spiegato nel precedente capitolo, & evidente
che la presenza di problemi nell’infrarosso, nonché la necessita di effettuare una ridefinizione
di fase non regolare per chiudere 'algebra, sono subordinate ad una decomposizione sin
dall’inizio non regolare del campo nelle sue parti fisiche e non fisiche, e non hanno nulla a
che vedere con lo spin delle teorie, né con il loro comportamento infrarosso reale.

Le decomposizioni del campo usate nel lavoro di cui sopra sono direttamente correlate
al tensori di polarizzazione ottenuti; infatti, questi ultimi corrispondono, nello spazio dei
momenti, ad operatori differenziali che, omettendo la fase di regolarizzazione infrarossa,
Sono

v2
—pd? + /2 — V20! , (10.17)
pd' + /i — V29?
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—-V? pd? — /2 — V2ot
2
P
o — % pd? — /% — v2o! ( 7 )

2 =) (—ud! — i —0?)

_v2

it — SE =V (19
0 — =V

10? — =) (—pdt — T =V

( ) ( )

V2
2
(—,u(?l —Vp? = V262)
V2
(10.18)
I campi fisici si possono allora scrivere, nello spazio delle configurazioni, come
A (x) = o (a) (10.19)
R (x) = o () = [ Yo (x) (10.20)
con
/dp a(p)e” ¥ +a* (p) ™) (10.21)
ovvero, usando le (10.17) e (10.18)
A = \/— V=V
2 : (10.22)
— /2_v25z‘+ gi, ok
1
00 _ 2
. 1
M=o (ViZ=V20' + p'rd*) ¢ , (10.23)
; 1 N o
nY =57 (ViZ=V20" + p&'d*) (Vi = V20 + p&ipd*)
con _
b9 (10.24)
V-v2 '

Chiaramente, una volta note le precedenti decomposizioni, ’analisi del contenuto fisico delle
due teorie diventa facile, poiché in entrambi i casi si ottiene

1

Lr=—50(0+1)e, (10.25)
Hy = % [(BOLP)Q + (ﬁgo)z + MQQOQ] , (10.26)
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Py = / dppta’ (p)a(p) (10.27)
;0
Mf] — £ /dea+ (p) ~57 a(p) , (10.28)
j S
. . N 1 i i
M} =tP; +/d2p a* (p) 51?03 a(p) + Wg wat (p)a(p)| (10.29)

Tuttavia, questo modo di procedere, pur essendo del tutto equivalente a quello usato, non &
sistematico poiché presuppone la conoscenza della decomposizione. Inoltre, esso maschera
totalmente il fatto che la decomposizione ¢ ambigua nell’infrarosso senza la ridefinizione di
fase e porta alla versione anomala dei generatori del gruppo di Poincaré, rendendo necessaria
una correzione a posteriori.

Dalle puntualizzazioni appena fatte emerge chiaramente che i problemi sottolineati diven-
tano difficilmente individuabili nello spazio delle configurazione, poiché in questo caso la
fase aggiuntiva corrisponde all’operatore non locale

Lo M al
ezS m arctan(BQ) ‘ (1030)

Le prospettive offerte dai risultati del lavoro riguardano sia ’elettrodinamica che la gravita,
poiché in entrambi i casi i risultati prodotti dalla teoria dipendono direttamente dalla strut-
tura dello stato.

Nel caso dell’elettrodinamica, la considerazione del vettore di polarizzazione trovato potreb-
be, per alcuni dei tanti sviluppi gia effettuati nell’ambito della teoria accoppiata a materia
fermionica, portare a risultati diversi; per esempio, il potenziale effettivo ad un loop per
Veffetto Compton [56] contiene una fase ambigua nell’infrarosso molto simile a quelle trat-
tate, la quale viene sicuramente alterata o addirittura eliminata dalla considerazione della
fase giusta nel vettore di polarizzazione.

Nel caso della gravita, la principale prospettiva rimane il confronto con una simile analisi
della versione del primo ordine, analisi che peraltro non sembra impossibile poiché il metodo
usato dovrebbe essere applicabile anche in presenza di una simmetria BRS.

Infine, dalla costatazione del forte legame intercorrente fra elettrodinamica e gravita lin-
earizzata possono sicuramente prendere spunto approfondimenti interessanti.
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Appendix A

Notazioni e definizioni
matematiche

In questo appendice vengono date alcune definizioni matematiche di grande utilita per il
lavoro.

A.1 Tensori tridimensionali

La metrica di Minkowski viene definita come

1 0 0
=10 -1 0 , (A.1)
0 0 -1
ed il simbolo £%#7 dalla condizione
g2 =1. (A.2)
Valgono le seguenti relazioni - - -
gk = gikgi — gikyi | (A.3)
. 17 . 4
ERg™™ = 3 (€M 49" EN D + (m )| (A4)
gmlnnl +gn1nm1 _ (nmlan + annnl) ’ (A5)
Em2nn2 + En2nm2 — _ (nmlnn2 + nm2nn1) , (A6)
gm2nn2 o gmlnnl + (m PN n) —_9 (nmlnn2 + nm2nn1) 7 (A?)
gmlnn2 + €m277n1 + (m PN TL) -9 (nm277n2 . nmlnnl) ) (A8)
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A.2 Derivata covariante

La derivata covariante viene definita nel seguente modo

Dugp = o , (A.9)

DV =9,V T, V", (A.10)

DuVa = 0,V =T 0V (A.11)

D, T = 9,T°% + 1%, T"" +- TP, T | (A.12)
DT = 0 Ts + 19T — I 5T, (A.13)
DuTop = 0pTap = T paTup = T upTow (A.14)

ey

DuT pr... = 0T .
+PauyTV’8mp7—,,, 4 P,BMVTCW...me 4o (A15)
_FVMpTaﬁml/T... - FVMTTOCB"'pym — ey

e soddisfa le seguenti regole di commutazione

[D;MDV] (b = 0 9 (A16)
[DWDV] Ve = RO()\;WVA ) (A.17)
D, D) TP = R%),, TP 4+ R\, T | (A.18)
(A.19)
A.3 Derivata funzionale e variazionale
La derivata funzionale e definita dalla relazione
5*f ('ﬂt) 2 (= —
SIABY 2@y . A.20
i e 20
Con le usuali regole di differenziazione si ottiene
5*
N f,t ,8“ f,t ,6“8” f,t g eee| —
5*g(y7t)f[9( ), 0"g(Z,1) g(Z,1),..]
== (Z,1t)+ — (7,t) 0L + —=—=— (Z,t) 0L0I + ... | —=—= A21
(5 @0+ 57 0%+ 555 (0 Fon
- (9 5 0f z‘ji_)ﬁ 2% _ i
_(89 P 5 O sy ) ENCE—D)
6*
- Z,t),0 g (Z,t),0M0 g (Z,t),...] =
6*(809(’15))1‘[9( ), 0Mg (Z,1) 9(Z,t),..]
_ of - of - i of - i ) )5*9 (7,1)
= (097 @0+ 255737 @)%+ S5y B804+ ) 5y
= aif Zi ijaif > — 9 o
- <a(aog) 2% s gy 30 gy ) BOEE-D)
(A.22)
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6*
5+ (9°9% (¥, 1))

flg(Z,t),00g (Z,t), 010 g (Z,t),...] = ...

. of ; of Py of

-y _ 7 2(7_ 7
8090 (910990 9 (0'039090g) ) (@,6)0%(F=9)

ey

flg (& t),0tg (%, t),0t0"g (T,t),..] = ...

(o o
= (@9 ~ "+ Vo 5@y
of

5*
7 ((°)" g (4,1))

+ (m +2) 9'97

Analogamente, la derivata variazionale ¢ definita dalla relazione

of (z)
of (v)

Con le usuali regole di differenziazione si ottiene

0 tlg(e), 0" (x),040¥g (z),.] =

99 (y)
OF _(vyopoy + ) % (z)

of or
= (5 @+ 5 W% + 5y 59 ()

of of ., Of
<a—g—aua(aug)+aua Ty —> @)6 (z—1) |

=8 (z—y) .

5
3 (9% (v))

[

~0 ot L9 (@),0"g(x),0"07g (x),..] =

0 - 0
0+ (255 @2+ g (02)
; of
zwm (#) 905 + 35 Giauang)
of 69 ()
3@%%oﬁ>wm) e

[/ of o of L of
‘Ka@%f”aa@ww*ﬁama@wwm -)

(O 0f
* (s~ 55075 * )

() 0300

L9080 (L _ 43@'# + ) — } ()8 (x —y) ,

8 (899090g) FICEE)

Le derivate funzionali e variazionali sono poi legate dalle seguenti proprieta

of (x) _ (5*1‘(96) g0 f(2) 5" f (x)

+ 99
dg (y)
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T T ) (#0)5 (F—7) .

(A.24)

(A.25)

(A.26)

(A.27)

-0 s 20 _ o0 .
*g(y) 6" (9 (y) 5% (299 (y)) )5( y) . (A28)



6f(x) _ ( 0f(=) o 0f(z) 5989 6" f (z) =)o (a0 =0
5 (% (y) <5* (%9 (v)) 75 (30009(y))jL §* (899999 (y)) ) ( (A.)29)

of (@) _ f(@) g & f(@)
0@ g )\ (@) "9 W) 5 (@) g () o)

090 oS (@) — ) §(z% —9°) .
S (@)™ g (y))
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Appendix B

Soluzioni fondamentali delle
equazioni scalari a massa 0 e p

In questo appendice vengono presentate le funzioni fondamentali associate ad alcune equazioni
scalari a massa 0 e .

B.1 Funzioni di Wightman fondamentali

Si considerino le funzioni fondamentali Ay, Ago, Agoo, Ay, Ao, € Augo, definite come
soluzioni dei seguenti problemi di Cauchy

DAO (Z)

=0
Ao (2,0) =0

(B.1)

Ago (2,0) =0
9°Ago (7,0) =0

(8°)* Ago (2,0) =0

(8°)° Ago (7,0) = —62 (%)
(O+ 1) DAy (2) =
Ao (7,0) =0

= (B.4)




Esse sono legate dalle equazioni

e dalle relazioni

1

Ay (2) = 2 (B0 (2) = Au(2)

Ao (2) = %(Aoo (2) = Ao (2) =

% |:A00 (Z) — E (AO (Z) - AM (Z))

Non ¢ difficile verificare che la loro forma esplicita ¢

Ao(z):—i/

d3

d3p ;
) § 2 ez ’
(2%)3 retro) (P )
b 2 2\ —ipz
S 2me (po) 6 (p I ) e "
d3p 4 i
2me 1) e %
2n) (po) & (p*)
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Ao () = —i/ ;ip 2me (po)% {5 (P4) - ig (5 (PQ) -0 (p2 - MQ))} e (B.20)

B.2 Proprieta

E banale verificare che le derivate in 29 = 0 delle funzioni appena definite soddisfano le
seguenti proprieta

90 (Z,0) = 9°A, (7,0) = —°062 (2)
9°98 (A, (2,0) — Ag (£,0)) =0 , (B.21)
9977 (A, (7,0) = Ag (2,0)) = p®n*On 0106 (2)

9*Ago (7,0) = 0“Ayo (7,0) = 0

9298 Ago (2,0) = %95 A0 (7,0) = 0

90597 Ago (Z,0) = aaﬁamuo (2, ) —n29nf01082 (2) , (B.22)
008979 (A 40 (Z,0) — Ago (2,0)) =

910 (Ao (2,0) — Ago (£,0)) = M277a0776077707750776052 (%)

0*Aooo (7,0) = 0“A o (2,0) =0

9°9P Agoo (7,0) = 0°0° A 400 (2,0) = 0

929807 Agoo (Z,0) = 029507 A o (£,0) = 0

9959 Aggo (Z,0) = 285078 Ao (2,0) = 0 . (B.23)
92DB D00 Aggo (Z,0) = 9PV DP A g (7, 0) = — 1200010730052 (2
9N PO (Ao (7,0) — Ago (,0)) = 0

9P 90" (Ao (7,0) — Ago (2,0)) = 1?0000 0n 0y OnOnns2 (2)

{ (90)° (B (2,0) = 8o (7,0) = =2 [2(8°)" Ag (£,0) + 20* ()]
(80)° Ao (2,0) = 2(9)* Ao (7,0)

(B.24)
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Appendix C

Passaggi fondamentali per il
calcolo delle funzioni a due punti
delle teorie tridimensionali
topologicamente massive

In questo appendice vengono riportati alcuni passaggi relativi alla risoluzione del pro-blema
di Cauchy per le funzioni a due punti dell’elettrodinamica e della gravita tridimensionali
topologicamente massive che completano il settimo capitolo.

C.1 Elettrodinamica

Sostituendo la forma generale (7.4) nell’equazione del moto (7.1) si ottiene

{n* (Of1(2) + pBf2(2))

+EMPD, (—pfi (2) + Of2 (2))

+0HO" [(E—1) f1(2) — ufa(2) +£0f3(2)]}
=0.

Questa implica

wfi(z) —Bfa(2) =0 ; (C.2)

{ Of1(2) +pBf2(2) =0
(€—1) f1(2) —pfa(z) +£0f3(2) =0

ovvero

(2 +pB2) Ay (2) =0
{ a1l (2) + (a2 + pB2) Ay (2) =0 - (C3)
(€ =1) a1 — ufi +E&y3) Do (2) + ((€ = 1) ag — pfa — p*672) Ay (2) = 0
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Segue

a; =0

az + pfe =0
Pa+ py2 =0
b —&y3 =0

Le condizioni (7.2) e (7.3) forniscono invece

— (81 4 B2) EMO6%(2) + (71 + 72) 010" Ao (7,0) = 0,

1 .
{ [— (o2 + 1) + <M2w g : > n“on”o} 6% (2)
+EMP (71 +72) 0p00A0 (7,0) }
-0,

da cui segue
f1+B2=0

Mn+r=0
a2:—1

9 _1-¢
MW2—73—T

Il sistema lineare completo per le costanti introdotte € quindi

a; =0

oy = —1

az + pfB2 =0

Po+py2 =0

B2 =—p

Y2 =N

732% 125%1 +p?
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C.2 Gravita

Sostituendo la forma generale (7.26) nell’equazione del moto (7.17) si ottiene, dopo un
calcolo laborioso

Q
=

Ui

—_——
3
=
N

(—Dfl (2) —20f2(2) + %DQf?) (Z))

+5 (men + i) (sz (2) = %sz?, (Z))

+
| — N = ]

(nwaaaﬁ + naﬁauaV) [(25 +1) f1(2) +4f2(2) — %ng (2)+ (26 -1)0fy (z)}

(v 0°0° — 5P oro” ) [(26 +1) 1 (2) + (26 + 1) O s (2)]

_|_

— N

W0’ + () + (0 = 9] (€= D o)+ =0 () + €015 ()]
+0409°0° [-2 .2) + (236 +1) 12 (2) +4673 () + 260 ()]
[ 4 (u ) 0 8)] 05 (5200 + 0 (2))

" [guaoauaﬁ (e v)+ (a o 5)} Oy {—%h (2) + (£ —1) f3(2) + €06 (z)] }

=0.
(C.9)
Questa implica

O (2) + Ofa (2) = 0
O () + 5P (2) =0
iqu () + 205 () = 0
(26+1) f1 (2) +4f2 (2) + %sz (2) + (26 — 1) Ofi (2) = 0

, (C.10)

25 (2) + %% (2) — Ofs(2) =0

(-1 fa(z) - %sz (2)+€0f5(2) =0

ifQ (2) = 2(6 = 1) fs () — 2605 (2) = 0

%fs (2) = (26 + 1) fa (=) — 4Ef5 (2) — 20 fr (2) = 0
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Oovvero

Segue

(a2 + 02) Au(2) =0

Y300 (2) =0

27300 (2) — p (B2 + 2p72) Ay (2) = 0

[(26 +1)ag +401 + (26 — 1) 03] Ag (2)

+[26+ 1) ag + 26 — p? (26 = 1) 2] A (2) =0
(261 — d3) Ao (2) + (B2 + p?02) Ay (2) = 0

[(€ = 1) B+ Ees] Ao (2) + £ (B2 — pe2) Ay (2) = 0

Eﬂl —2(-Dm - 2&@3} Ao (2) . (C.11)

+ [%52 =20 =12+ 25#%2} A, (z)
—[2(&—1) 73 +28p4] Ago (2) =0

E% (26 4+ 1) 61 — dfey — 25)(3} Ao (2)
+ %72 — (26 +1) 02 —48e2 + 2§M2X2} Ay (2)

+ -%73 — (26 4+ 1) 63 — 4€e3 — 2§x4] Ago (2) =0

a1 +261 =0

ag + B2 =0

az —2uy2 =0

ag — 20y =0

ag + ples =0

oy — 2300 =0

a2t M4X2 =0 (C.12)
73 =0

a1 +03=0

(€—1)o1 —28e3 =0

a1 —4p (1 =& m +4ulps =0

271 — (26 +1) 01 — 4péer — 2uéxz =0
p4 =0

3o —28x4 =0

137



Le condizioni (7.18-7.25) forniscono invece

{= (1 +m) [2€7 + (1 = v) + (0 = 8)] 82 (2)
— (~12p2 + @3) [0 4 (1> v) + (> B)] 87 (2)
+ (81 + 8) (v 0°0% + P O1D” ) Ag (2,0)
+ (61 + &) [0 0% + (1 v) + (0 = B)] Ao (£,0) (C.13)
+ (P14 92) [£199070% + (1 > v) + (@ = )] 9,80 (,0)
FXx10R0Y D% N (7,0) 4 x2018¥0*DP A, (2,0) + x3040" 9*0° Ago (7, o)}
=0,

{[1 = a1 — ag] nn™"6* (2)

— (B + B2) (™™ 4 ™) 62 ()

+ (61 + 02) (n 7™ + ' dia7) 90N (Z,0)

—(e1 4 @) [1™ 0" + (i — j) + (m < n)] 6 ()

+ (01 + x2) PO N (7,0)}

=0,

(C.14)

1 .
{— (ﬁl + B2 — pPe + ez + E) N2 (2)
+ (€1 + €2) n (80)3 Ao (Z,0)
+ (61 + € — ,u2X2 + X3) aiaj(?vo (Z, 0)
+ (X1 + X2) ' (8°)° Ao (£,0) }
=0

)

1 .
{— (Oél + g + 261 4 202 — 2u252 + 265 — dpPes + des + ptxo + x4 + g) 8% (2)

+ (201 + 203 + dey + ey — 22Xz + 2x3) (8°)° Ao (£,0)
+(x1 +x2) (8°)° A (, 0)}
=0

EX D (1 + 72 = 12ps + 03) A0 (,0) + (1 + 2) (8°)° A9 (2,0)] =0

(C.15)
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{— (a1 + a2 — 4262 + 63) n'16% (2)
+ (61 4 62) 0 (8°)° Ag (%,0)
+ (01 + 62 — pPx2 + x3) 0'070" A (Z,0)
+(x1 +x2) 907 (8°)° A (,0) }
=0 , (C.16)
{_ (71 +72) (Uikgjm + njkgim) Omd° N (2,0)
+ (E%07 + E%07) [(—2p2 + 3) 880 (2,0) + (1 + ¢2) (8°)° Ao (5,0)]

— (1 + @2) (EmT + M) 950, (Z, 0)}

=0

{= (cw 0 = ) mem 4 6o )+ m o )] 2 (2)

+ (1 +72) [mE 4 (i > §) + (m < n)] (8°)° Ag (2,0)

+ [5””({9]8” + (Z PN j) + (m — n)] {(_MQQOQ + <,03) 80A0 (5, 0) + (Lpl + ‘~P2) (60)3 Ap (2,0)}}

=0,
(C.17)

{_ (—p265 + 65 + 1) 99762 (2)
+ (81 + 62) 9 0% (8°)® Ay (Z,0)
- (—u262 +e3+ %) (%07 + who') 62 (2)
+(e1 + €2) (% +mit') () Ao (2,0)
— (—p2x2 + x3) 0T 0kS? (2)
(01 x2) B0 () 2 (2,0))

=0,

(C.18)

1 .
{ (—/ﬁa? 85— 2piPes + 265 + X + x4 — 5) 900 (2,0)

+ (01 + 0 + 261 + 265 — 241%xa + 2x3) 9 (3°)” Ao (2,0) (C.19)
+(x1 +x2) 9 (8°)° Ao (2, 0)}
—0,
{— (=172 + 73 + 1he2 + 1) E962 (%)
+ (71 + 72 — 36202 + 3p3) 9 (8°)° Ao (£,0)
+2 (i1 + p2) €9 (8°)° Ao (2, 0)}
—0,

(C.20)
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da cui segue

o]+ ag =1
B1+p2=0
Y1+72=0
01+d2=0
€1+e =0
p1+¢p2=0
X1 +x2=0

=

pye =3 = —
MQ(SQ —63 =1

2
H-€x — €3 =

N

p2os —p3 =0
p2xe —x3 =0

M4902 + o4 =—

+ o=

2%
w

phye 4+ x4 =

. ‘
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Il sistema lineare completo per le costanti introdotte & quindi

a1 +2681 =0
az+ 32 =0
04221—041
B2 = —p1
1
= — = —
72 4! 2% 2
1
52——51:—2a2
1
€g = —€1 = ———F Q9
12
_ 1
Y2 = —¥1 2—M3042
1 .22
X2 = —X1= ——71% : (C.22)
3 =0=pPp+ 3
2
53——041:/1,252—1
E—1 9 1
€3 — o] = u"€x — —
28 §
1 +1— 9
Y3 = ——-Q1 M= pmP2
4p€ §
1 26 +1 9
X3 = —71 — 01 — 261 = pxe2
23 28
@4:0——M4<P2—%
3 4 E+3
X4 = 5701 wxe + ——
28 3
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