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Analyse II — Corrigé 11

Exercice 1. [Changement de variables]
Pour chaque ensemble ¥; ci-dessous trouver un changement de variables qui le transforme en un rectangle
R = [a,b] x [¢,d] avec a,b,c,d choisis de facon convenable, c’est-a-dire trouver un champs f : R? — R?
localement inversible tel que f(R) = 3;.

S = {(z,y) eR? : || + |y| < 1}

Y= {(z,y) eR* : 1 <2® +y* <4} Yy ={(z,y)eR?*: 0<ax<l, z-1<y<l-z}

Solution:

a) Le domaine ¥; peut étre écrit en coordonnées polaires comme

x\ _[pcos(0)
(y) - f(p, 0) - (psin(@))
avec 1 <p<2et 0<0 <27 On prend donc R =[1,2] x [0,27]. Ce champs est inversible lorsqu’il est
restreint & U =]1,2[x]0, 27| par exemple.

b) Le domaine peut étre écrit comme une transformation linéaire du carré R = [-3, 2]? dans le plan uv

suivie d’une homothétie de rapport v/2. On peut donc

s

par une rotation de centre (0,0) et d’angle

prendre f : R? — R? donnée par

(g):f(u,v):A(Z), avecA:(i ‘11 )

Ici le champs f est (globalement) inversible.

¢) Le domaine est délimité par les trois droites: y =0, y =2 -1 et y = 1 —2z. On peut poser u = .
Concernant y on remarque qu’il se trouve toujours compris entre la droite y = 1 -z et la droite y = x -1,
on peut donc écrire y = (z-1) +v(1-x) avec 0 < v <2 (notez que pour v = 0 on trouve la droite du bas
et que pour v = 2 on trouve celle du haut). En isolant le paramétre v on trouve v = % On a ainsi

1
décrit le champs inverse:
U T _
(’U) = (y—1'+1) =f 1(1‘,y)
1-x

Le champs f est donné par f(u,v) = (u,u—1+v(1l-wu)). En laissant varier 0 <u <1 et 0 <v <2 on
obtient la figure 3. Donc R = [0,1] x [0,2] et le champs f est inversible si on le restreint & 'ouvert
10,1[x]0,2[ par exemple.
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Exercice 2. [Coordonnées elliptiques]

Soient a,b > 0 deux nombres réels et (xo,%0) € R? un point du plan. Considérons le champs h : R? - R?

défini par
p h(t,0) = x(t,0) \ [ xo+atcos(d)
EO=\ o) )=\ yorotsingo) )

La fonction h décrit le changement entre coordonnées elliptiques (ellipse de centre (zo, o) et de rayons at
et bt) et coordonnées cartésiennes.

a) Donner les courbes coordonnées pour ¢t =0,1,2,3 et 0 =0, 7/4,7/2,..., 77 [4.

b) Donner l'image des rectangles [1,2] x [0,7/4] et [0,1] x [7/2, 7] par h.

Solution:

a) On cherche les courbes coordonnées.

e Sif =0y est fixé, on a la courbe:

z xo + atcos(fy) x acos(fo)
(1) mem= (e (i) i)

Ces sont des droites qui passent par (zg, yo) avec direction donnée par le vecteur (a cos(6y),bsin(6p)).

e Sit=tg est fixé, on a la courbe:

AN _[mo +aty cos(8)
(y) =h(t,0) = (yo + btosin(0) ) .

Ces sont des ellipses de centre (xg,yo) et rayons atqg et btg.

b) Notons Ry = [1,2] x [0,7/4] et Re = [0,1] x [7/2,7]. Ci-dessous les courbes coordonnées avec les
rectangles transformés pour (zo,yo) = (0,0), a=1, b=0.5.

h(Ry1)
(R2)

Exercice 3. [Coordonnées cylindriques]

On consideére la transformation en coordonnées cylindriques

T pcosf
y |=h(p,0,2)=| psinb |,
z z

ol p>0,0¢e[0,2m] et z e R.
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a) Transformer les parallélépipedes rectangles [0,1]x[0,27]x[0,1] et [0, 1]x[-7/2,7/2]x[-2, 2] de 'espace

(p,0,2) dans Vespace (z,y, z), c’est-a-dire donner I'image de ces parallélépipedes par h.

b) Déterminer les points (p,6,z) € R? ou la transformation est localement inversible.

Solution:

a)

Pour trasformer le parallélépipede rectangle [0, 1]x[0,27]x[0, 1] dans I'espace (x,y, z) on peut procédér

comme suit:

- Sip=1,60€[0,2r], z€[0,1] = h(1,0,2) = (cos(0),sin(h), z), qui est la surface latérale du cylindre
représenté plus bas (& gauche).

- Sipe[0,1], 0 €[0,27], z = 0 = h(p,0,0) = (pcos(h), psin(),0), qui est la base inférieure du
cylindre représenté plus bas.

- Sipe[0,1], 6 € [0,27], 2 = 1 = h(p,0,1) = (pcos(9), psin(f),1), qui est la base supérieure du
cylindre représenté plus bas.

On fait de méme pour le parallélépipede rectangle [0,1] x [-7/2,7/2] x [-2, 2];

-Sip=1,0¢€[-7/2,7/2], z € [-2,2] = h(1,0,2) = (cos(8),sin(h), z), qui est la surface latérale du
demi-cylindre sur la figure (& droite).

- Sipe[0,1], 0 e[-7/2,7/2], z=-2 = h(p,0,-2) = (pcos(0), psin(f),-2), qui est la base inférieure
du demi-cylindre sur la figure.

- Sipel0,1], 0 € [-7/2,7/2], z=2 = h(p,0,2) = (pcos(h), psin(h),2), qui est la base supérieure du
demi-cylindre sur la figure.

- Sipel0,1], 0 = {-7/2,7/2}, z € [-2,2] = h(p,+7/2,2)
surface latérale du demi-cylindre sur la figure.

(0,+p, 2), qui est autre partie de la

b) Une trasformation est localement inversible si le determinant de la matrice jacobienne de la transfor-

mation est différent de 0. On a:
cos(0) -psin(d) 0

det(Jy) =det| sin(f) pcos(d) 0 |=p.
0 0 1

Dongc, la trasformation n’est pas inversible pour p = 0, ce qui correspond a l’axe z en coordonnées
cartesiennes.
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Exercice 4. Considérons le domaine D = {(:my) eR? |22 +9% <1, z+y< O}. Calculer 'intégrale dou-

ble [[,\/1-2?-y?*dzdy.
Solution:

e domaine D exprimé en coordonnées polaires 1) : — s’écri
Led D exp d pol R? — R? s’écrit

E:1/)’1(D):{(r,g0)eR2|0§r§1, £l 7”}.

4

Comume le jacobien de la transformation est r, nous avons

f/l)mdxdy:[/};MTdrdcp
_ (/Olmrdr)(f3:;/4dcp)

o] [ L

0 3n/4

w0 3

Exercice 5.
Esquisser le domaine D = {(z,y) e R*|1<2?+y? <16, 2 <y} et calculer son barycentre.
Solution:

Le domaine D exprimé en coordonnées polaires s’écrit
2 m 5
E=1(r,p)eR |1§r£4,1§<)@§I )

Comme le jacobien de la transformation est r, 'aire du domaine est

. 4 57/4 157
Alre(D):f/;jdxdy:ff]Erdrd<p: flrdr fﬂ/4 do) = ="

D’autre part, le calcul nous donne

1 2 2 4 5m/4 14v/2
bxzif dd:—fo dd:—de f do| = -
Aire(D) o " Y T 15a " P T w5\ T N S € 51

1 2 2 4 5[4 142
bzif dd:—ff2' dd:—f%zf R I
v = Aire(D) U Y T 15 e TP T 5\ L T T N S TP ) T T

et le barycentre du domaine D est ainsi

(baby) = (_14\/5 14\/5).

57 bmw
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Exercice 6.
Considérons le domaine D = {(z,y) e R?|0<y <z, 22 +y? <4}.

Utiliser les coordonnées polaires pour calculer les intégrales doubles suivantes
1
[f ———dxdy et /f xy dx dy.
D1l+x2+y? D

Le domaine D exprimé en coordonnées polaires s’écrit

Solution:

E:{(r,go)e]R2|0£r£2, 0g<ps%}.

Comume le jacobien de la transformation est r, nous avons

1 ded 1 drd 2 r J 7r/4d
Motz todn= [fomrarde- [, o\, o

1 2 m/ s
= [5 In(1+ r2)]0 |:<p]0 =3 Inb5.

2 /4
ff xydrdy = //.(rcosgo)(rsingp)rdrdcpz (f r3 dr)(/ cosgasingodgp)
D E 0 0

Exercice 7.

Calculer
[[[ T+Y+2z+ayzdrdydz.
[0,1]x[2,3]x[4,5]

Solution:

1
dydz
0

1
= [f —dydz = 1,
[2,3]x[4,5] 2 2
dzdydz = ff dyd
fff[o,1]x[2,3]x[4,5]y rayaz [2,3]x 4,5]y ez

[
2 3

- f v
[45] 2 |,
[/] zdzrdydz = 9
[0,1]x[2,3]x[4,5] 2

2
/I[ r drdydz = ff sc
[0,1]x[2,3]x[4,5] [2,3]x[4,5] 2

et de la méme maniere

Exercices du 11 mai 2016



ANALYSE IT — 2015 (G. Favi) Sciences et Technologies du Vivant EPFL

Finalement,
Yz
drdydz = ff Y% dyd
ﬂf[o,l]x[2,3]x[4,5] ryzarayas [2,3]x[4,5] 2 ez
= f 5—Zdz: 4—5
[4,5] 4 8
Alors,

1
f/] x+y+z+o:yzdzdydz:ﬁ.
[0,1]x[2,3]x[4,5] 8

Exercice 8.
Soit R>0 et Br(0) = {(z,y,2) e R*: 2% + y2 + 2% < R?}. Calculer

M zy drdydz, et [[f 2% dadydz.
Br(0) Br(0)

Solution:

Par un changement des variables en coordonnés sphériques

f/] xy dxdydz = /]f r*sin® 0 cos ¢ sin ¢ drdfded = 0
Br(0) [0,R]x[0,7]x[0,27]

27
car f cos¢sing d¢ = 0. On aurait aussi pu trouver la réponse tout de suite en remarquant que la
0

fonction a intégrer est impaire par rapport & x et que le domaine est symétrique par rapport a = (i.e.
(SU,y,Z) € BR(O) — (—CL’,y,Z) € BR(O))

Pour 'autre intégrale on trouve

fff 22 dedydz = /ff 22 12 sin 0 drdfds
Br(0) [0,R]x[0,7]x[0,27]
= ./ff rt cos? 0sin 0 drdfde
[0,R]x[0,7]x[0,27]
=27 /f r*cos? Osin b drdf
[0,R]x[0,7]
R 39"
_9n / r4( _ cos )
0 3

4 R 5
- rdr = Arlt
3 Jo 15

dr
0

Exercice 9.
Soit
E={(z,y,2) eR*: 2 €[0,1],9* + 2* < 2?}
Décrire E et donner Vol(E).
Solution:

L’ensemble E représente un céne de révolution autour 'axe de z. Son sommet est (0,0,0). Par la formule
vue en classe nous avons

1 T
Vol(E) = wf 22de=",
0 3
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Exercice 10.

Calculer le volume du parallélépipede engendré par les vecteurs
ay =(1,1,4), ay=(-1,2,-1) et a3=(2,1,1).

Solution: Nous avons vu en classe que si P est le parallélépipede engendré par 3 vecteurs, alors Vol(P) =
|det(A)| ot A désigne la matrice 3 x 3 dont les colonnes sont les vecteurs en question. Ici nous avons donc

1 -1 2
Vol(P)=|det|1 2 1]f=18.
4 -1 1

Exercice 11.

Soit D le tétraedre dont les sommets sont les points (0,0,0), (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1). Calculer

/]D(x2 +2)dx dydz .

Indication: Utiliser la formule d’intégration sur le tétraedre vue au cours.

Solution:

Pour z € [0,1] fixé, y varie entre 0 et 1 — 2. Pour (z,y) fixé, z varie entre 0 et 1 —z —y. Ainsi, le domaine
peut s’écrire D = {(a:,y,z) eR*|0<z<l, 0<y<l-o, 0<2< 1—x—y} et nous avons

/]fD(x2+z)dazdydz:/Ol(fol_w{/(;l_$_y(x2+z)dz}dy)dx
:_/Ol(folm[xzz+222] ydy)da:

2=0

1 1-z 1
:f (/ [xQ(l—x—y)+f(1—x—y)2:|dy)dx
0 0 2
aql-x
:fl Cel-e-y? 10-z-y)?*l "
0 2 2 3 =0
1 _ )2 _ )3 1,2 4 _ )3
:/ w2(1 z) +(1 z) dx:/ £_x3+£+(1 z) dz
0 2 6 0 2 2 6
B A CErs S S SN S WS B
B 4 10 24 |, 6 4 10 24 120

Exercice 12.

Soit D le quart de boule de rayon 2 centrée a l'origine avec y <0 et z > 0. Calculer I'intégrale
[[ yzdxdydz .
D

Comme le quart de boule D = {(a:,y, 2)eR3 | 2?2 +y? +22 <4, y<0, 2> 0} a une symétrie sphérique, nous
allons utiliser les coordonnées sphériques (7,6, ). Dans les nouvelles variables, le domaine s’écrit

Solution:

s

, T
2

IN

E={(r0,0)eR*|0<r<2, 0<0< p<2r}
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et nous avons
/]D yzdxdydz = /]E(r sin @ sin ) (7 cos 8)r? sin 0 dr dpdf
2 27 /2
=(f 7"4er/ singodgon Sin20cosed0)
0 g 0

- r 2[—008<p]27T sin’ § W/Q:_Gﬁ
5 |, |73, 1
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