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Analyse II — Corrigé 10

Exercice 1. Soit D =[0,1] x [0,7/2]. Calculer

rsiny
dxdy.
[/I-)l+.%'2 vy
xsiny 1oy /2
dedy = [ dr- [ d

1 /2

Solution:

=In(1+2?)| - (-cosy)

0

0

Exercice 2. Soit D =[0,1] x [1,2]. Calculer

Solution: ) o )
z — 2 2 _ 2 2
fo de—fo 5%111(:8 +y )dl’—i(h’l(lﬁ-y ) —Iny?).
et Vs B
1 2 In(1 2 - 2 2 In(1 2 =
*‘/- 1H(1+y2)dyzw _/ Y dy:y Il( +y ) —y+arctany ,
2 J1 2 y=1 1 1+y2 2 ot

y=2

1 2
-~ | () dy=y-ylny
2 y=1

d’oti en utilisant arctan 1 = 7/4:

5In2
ﬂ _r dxdy = arctan2 + In 5 — ne_r
D 72 + 9?2 2 4

Exercice 3. Soit D = [0,7] x [0,1]. Calculer

ﬂxsinxydmdy.
D
T 1
/fxsinxydmdy:/ (/ ;L'sin;vydy)dx
D 0 0

T y=1
= f (- cosxy)
0 _
y=0

dz
= /W(l —cosx) dx
0

T

Solution:

=(x-sinz)| =7

0
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Exercice 4. Soit D l'intérieur du triangle de sommets A = (0,0), B = (7,0) et C = (7, 7). Calculer

[[ xcos(x +y) drdy.
D

Solution: On a que D = {(z,y):0<y <z <7w}. Donc

f/DxcoS(x+y)dacdy=foﬂ([owxcos(x+y)dy)dx

T y=r T
=[ (zsin(z +y)) dxzf xsin2z — rsinz dr
0 0
y=0
T , , 3 T cos2x
=[ —(=cos2x)" + z(cosx) dx:——+f —cosx dx
0o 2 2 0 2
o
-5
Exercice 5. Soit D = {(z,y) e R? : 2% + y? < 1}. Calculer le volume de
E={(z,y,2) eR¥: (z,y) e D: et 0< 2 <\/1 -2 —y2}.
En déduire le volume de la boule unité B;(0) dans R3.
Solution: En appliquant la formule
x a’ x
f Va2 -2 dx = §Va2 -z2+ Earcsinf7 a>0, |z| <|al
a
avec a = /1 — y2 nous avons
1 V1-y?
Vol(E):f (f l—yQ—szI)dy
\Jvime
1 1- 9 T=/1-y2
:f (x\/l—yQ—x2+ Y_ arcsin )dy
-1\2 2 1 _y2 m=—\/—7y2

11— y2
= [ (arcsin 1 — arcsin(-1)) dy

1 2

iy 1 2
= — 1-y~d
2[1 vy
_27r
=3

L’ensemble E représente la démi-boule d’unité. Donc

Vol(B1(0)) = %7“
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Exercice 6. Soient D =[-1,1] x[-1,1] et f(z,y) =max(1 - |z|,1-]y|). Calculer le volume de
E={(z,y,2) eR®: (z,y) e D: et0< z< f(z,y)}.

Solution: Par symétrie du probléme on a

Vol(E) =4 /] f(x,y) dedy,
[0,1]x[0,1]

donc

1 1
Vol(E):4/ (/yl—xda:Jrf 1—yd:c)dy
0 0 Yy

1 2

y
=4 | y-+(1-y)dy

0 2

2

1
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+=d
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Exercice 7. Calculer [f ye*drdy on D c R? est le domaine délimité par les courbes y? = z, y = 1
D
et 'axe Oy,

a) en intégrant d’abord par rapport a = et ensuite par rapport & y,

b) en intégrant d’abord par rapport & y et ensuite par rapport & x.

Solution:

a) Pour 0 <y <1 fixé, x varie entre 0 et 2 et nous avons
o 1 y2 o 1 2
/f yeldrdy = [ (f e‘da:)ydy = f [e”]8 ydy
D o \Jo 0
1

b) Pour 0 <z <1 fixé, y varie entre \/z et 1 et nous avons

1 1 12 1
[/yezdxdy f (f ydy)erdx:f = €dx
D 0 Nz 0 2 N
1,1
= ff(l—:v)exdas
2 Jo
1

€
= —[(1-z)e"+e"]f==-1.
S[(1-w)e+ e = 2
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Exercice 8.

Calculer [ Vz - y2)dxdy o D c R? est le domaine délimité par les courbes y = 2 et x = y/*,
D

a) en intégrant d’abord par rapport & x et ensuite par rapport & y,

b) en intégrant d’abord par rapport & y et ensuite par rapport a x.

Solution:

1/2 et nous avons

1 y1/2 )
f(f (\/E-y)dx)dy
0 y?
12
f [2 3/2 yI:Iy dy
0 3 yl
12, 1
144502 4 20) g
[ (3y +3y) 4

_ [8 774 2 24 y7]1
21 0

1

7

a) Pour 0 <y <1 fixé, x varie entre y* et y

ffD(\/i—f)dl‘dy

b) Pour 0 < x <1 fixé, y varie entre 22 et /% et nous avons

1 24
f(f (\/E—y2)dy)dw
0 2
1 37"
12, _ Y d
N 3L :
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[D(ﬁ— y*)dady

Il
h
o
—
w o
8
w
~
.J;
O
Ky
[\v]
+
H
[=}
N —
jSH
5

Exercice 9.

Esquisser le domaine d’intégration et calculer 'intégrale double en inversant ’ordre d’intégration

fo 2 ( f; 2y* sin(xy)dy)dx.

Pour 0 < x <2 fixé, y varie entre y = x et y = 2. Par conséquent, pour 0 <y < 2 fixé, x varie entre 0 et y.
L’échange des bornes d’intégration nous donne alors

fOQ(f . Sin(xy)dy)dx fOQ(foy 2?f»%‘in(ﬂcy)doc)dy
/02 Qy(foy ysin(zy)dx)dy

f022y[—008(:ry)]8dy=f022y(1—005(92))dy

[y2 - sin(yQ)]z =4-sin4d.

Solution:
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