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Analyse IT — Corrigé 9

Exercice 1. [Théorique]

)

Soit U € R? un ouvert et f: U — R une fonction de classe C?(U). Montrer que rot(Vf)(z) = 0 pour
tout z e U.

2) Soit U ¢ R? un ouvert et f: U — R une fonction de classe C?(U). Montrer que le champs gradient
Vf:U — R3 vérifie rot(Vf)(z) = 0 pour tout x € U.

3) Soit U € R? un ouvert et v: U — R? un champs de classe C?(U). Montrer que div(rotv)(z) = 0 pour
tout x e U.

Solution:

)

On rappelle que si v : U — R? est un champs on définit son rotationnel (en dimension 2) par rotv =

vy _ Ovy (ici v; désigne la i-éme composante du champs v). Deés lors nous avons pour f de classe
8931 612

C3(U):

o ,of o f 0% f
rot(Vf) = —(5-) -5 (5) = - =

8.1‘1 8332 (9582 (9.721 (9.131 83)2 83)2 (9561
la derniere égalité provenant du fait que f est C2(U) (et donc ces dérivées partielles secondes sont
symétriques par le Théoreme de Schwarz).

af *f *f

o] _

%ﬁc % Oyoz 929y 0
Pour tout x € U calculons rot(V f). On a rot(Vf) = | 5 | o = ;Zafw - 6‘1§Z =10].

il L ’f _ Of 0

0z 0z 0z 0y  Oyox

Noter que, ici aussi, la derniere égalité vaut car f est de classe C?(U) et donc les dérivées partielles
secondes sont symétriques.

Ous _ Ovy
Calculons div(rotv). Notons v; les composantes de v (i = 1,2,3). On a que rotv = [ 52+ — 5% |. Ainsi
s v

Our " O
. 0 ,0v3 Ouvy 0 ,0vy Ovs 0 ,0vy Oun
div(rotv) = —(=— - — )+ —(=— - — )+ —(=— - —
8:v1 6'362 6':r3 8932 8:53 8501 (91'3 (9171 31172

821)3 62’02 (921}1 821]3 821}2 821}1 -0

- 5‘:51 8%2 N 8x1 8$3 " 89c2 aiL'g N 81'2 a$1 " 31’3 &rl - 81'3 5‘x2 N

Noter que, ici aussi, nous avons utilisé le théoreme de Schwarz pour conclure.
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Exercice 2. [Vrai ou Faux] V F
1) Le champs v(z,y,2) = (z +y,y + 2,2z + x) est le rotationnel d'un champs u : R® — R3. O
2) La divergence de v(z,y, z) = (22, %, 2%) est toujours positive. O
3) Le jacobien de v(z,y,2) = (2y, yz, zx) vaut 2zyz. ® O
4) Le champs v(z,y) = (ye®¥,ze®¥) est le gradient d’une fonction f:R? — R. O
5) Le champs v(z,y) = (e%¥,e%Y) est le gradient d’une fonction f:R? — R. ]
6) Le champs v(z,y) = (% cosy, e* siny) est inversible sur tout R?. |
7) Le champs v(z,y) = (% cosy, e*siny) est localement inversible sur tout R?. ® O
8) La divergence du champs v(z,y) = (e” cosy, e” siny) n’est jamais nulle. O
9) Le champs w(s,t) = (In(V/s? +t2),arctan(£)) est un inverse local du champs v ci-dessus. |
. . . . t

10) La matrice jacobienne de n’importe quel champs inverse w de v est Jy, (s,t) = ﬁ (_St s) o

Solution:

)

2)

Faux. En effet d’apres I'exercice |1] ci-dessus, si tel était le cas on aurait que dive = 0. Or un simple
calcul montre que la divergence de ce champs n’est pas nulle.

Faux. La divergence de ce champs vaut divo(z,y,2) = 2(x + y + z) qui n’est pas toujours positif.

Y 0
Vrai. Un simple calcul nous donne la matrice jacobienne: | 0 y |. Son déterminant vaut bien 2zyz.
z T

o n 8

Vrai. Par exemple la fonction f(xz,y) = ™ vérifie Vf = v.

Faux. En effet, d’apres I'exercice [1] ci-dessus, si tel était le cas, on aurait rotv = 0 or ici nous avons

— vy _ Ovi _ 1y _ .Y
rotv = G2 — Fo- = ye xe®™ 0.

Faux. Ce champs n’est pas injectif car v(x,y + 27) = v(z,y), il n’est donc pas inversible.

e*cosy —e*siny

o - et donc son jacobien vaut
esiny  e¥cosy

Vrai. Sa matrice jacobienne est donnée par J,(x,y) = (
€%* > 0 pour tout x.

Faux. La divergence est égale & la trace de la matrice jacobienne, ici on a divv(z,y) = 2¢® cosy qui
s’annulle en y = 7 + k7, k € Z.

Vrai. Silon regarde w: Ryo x R — Rx] - 5 g[ on a bel et bien un inverse de v comme on le vérifie
par le calcul.

Vrai. Par la formule de composition on a que si w est un inverse local de v alors

Juw(v(z,y)) = (Jo(z, )" = e% ( e“cosy e’ Siny)

—e¥siny  e*cosy

et en posant s = e” cosy et t = e”siny on trouve (puisque s2 + 2 = ¢2%)

1 s t
J’w(s7t) = 82 +t2 (—t S)
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Exercice 3. [QCM]

a) On considere le champs f(z,y) = (x + zy, y + xy). Laquelle parmi les assertions suivantes est vraie?

O Ce champs est constant,
O La divergence de ce champs est nulle en tout point,
O Le jacobien de f est toujours non nul,

Le jacobien et la divergence de f different d’une constante.
b) Soit le champs v(z,y, z) = (z,z,y). Laquelle parmi les assertions suivantes est vraie?

O La divergence de v vaut -2,

O Le rotationnel de v vaut («,y, 2),

Le rotationnel de v est constant,

O 11 existe une fonction f:R3 — R telle que v = Vf.

Solution:
1+y T

). Ainsi la divergence vaut 2+x+y et le jacobien
Y 1+x

a) La matrice jacobienne de f est Jy(z,y) = (
(1+2)(1+y)-a2y=1+x+y. Ces deux quantités different d’une constante.

b) On calcule et on trouve rotv = (1,1,1)

Exercice 4. [Différentiation implicite]

Soit f : R™ — R une fonction de classe C*(R™) et soient g; : R — R, pour i = 1,...,n des fonctions de
classe C(IR). On considere la fonction F': R — R définie par F(z) = f(g1(2), g2(2),...,gn(2)).

a) Montrer que F est de classe C'(R) et que sa dérivée est donnée par la formule

of
6Z‘i

F(x) = ig;m (01(2),92(2), - gn(2)).

b) Montrer que si f:R? — R et g: R — R (de classe C') sont telles que la fonction x = f(x,g(x)) est
constante, alors

@) + 9/ @) 5 (wg(a)) -0

Solution:

a) Il s’agit ici d’une application de la formule de composition. En effet, posons g : R — R" donnée par
g(2) = (g1(x),92(x),...,g.(x)) pour tout z € R. Clairement g est de classe C'(R) et F = fog. On a
donc, par la formule de composition,

F'(x) = Jp(x) = Jyoq () = Jp(g(2)) - Jo(x)

ce qui donne la formule cherchée puisque Jy(g(z)) = (a‘%(g(x)), ey %(g(m))) (matrice-ligne 1 x n)
91(x)

et Jy(z) = : (matrice-colonne n x 1.)
9n (@)

b) C’est une conséquence immédiate de la formule ci-dessus, en prenant g;(z) = = et g2(z) = g(x) pour
tout z e R.
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Exercice 5. [Théoréme de fonctions implicites]

Montrer que 1’équation )

Inz+e= =1

définit au voisinage du point (1,0) une fonction implicite y = g(«) telle que g(1) = 0. Donner 1'équation

de la tangente a la courbe y = g(x) en 1.

Solution: On définit la fonction f: U — R avec U = R, \ {0} x R par
fzy)=lnz+er -1

La fonction f est de classe C1(U) (elle est méme de classe C*(U)) et pour tout (z,y) € U on a

Y
e

Daf(x.y) = %g<x,y> e

z
De plus, f(1,0) = 0 et Dof(1,0) = 1 # 0. Ainsi, par le théoréme des fonctions implicites, il existe

un intervalle I =]1 —£,1 + ¢[ et une unique fonction g : I — R de classe C1(I) telle que g(1) = 0 et
f(xz,g(xz)) =0. La dérivée de g est donnée par

_Dif(z,9(x)) _g(x) e
Dgf(a?,g(x)) T

Donc ¢'(1) = -1. Par conséquent, ’équation de la tangente & la courbe y = g(x) en =1 est

g9'(z) =
y=9g(1)+4g'(1)(z-1)=1-=.

Exercice 6.

Montrer que 1’équation
3
cos(z? +y) +sin(z +y) +e* ¥ =2

définit au voisinage du point (0, 7 ) une fonction implicite y = g(x) telle que g(0) = 5. Montrer que la
fonction g admet un maximum local en 0.

Solution: On définit la fonction f:R? — R par
f(x,y) = cos(z? +y) +sin(z +y) + eV — 9
Alors, la fonction f est de classe C*(R?), pour tout k > 1, et pour tout (z,y) € R? on a
Do f(z,y) = —sin(x? +y) + cos(x +y) + 23e™’y.
De plus, f(0,5) =0 et Dof(0,5) = -1 # 0. Ainsi, par le théoreme des fonctions implicites il existe un

intervalle I =] - ¢, e[ et une unique fonction g : I — R de classe C' (1) telle que g(0) = % et f(z,g(x)) = 0.
La dérivée de g est donnée par
le(xag(x))

Dy f(x,9(x))

et Dy f(x,y) = —2zsin(a? +y) + cos(z +y) + 3x2ye’”3y Donc ¢’'(0) = 0. La dérivée seconde en x =0 est elle
donnée par

g'(x) =~

Dllf(07 %) _
D2f(07g -

selon la formule obtenue en classe, ce qui montre que 0 est un maximum local de g.

g"(0) =~ -3
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Exercice 7.

Montrer que ’équation
m5+xyz+y3+3xz4 =2

définit au voisinage du point (1,-1,1) une fonction implicite z = g(x,y) telle que g(1,-1) = 1. Donner
Péquation du plan tangent a la surface z = g(x,y) en (1,-1).

Solution:
On définit la fonction f:R? — R par

f(x,y,2) =2° + zyz + 1y + 3wz - 2
Alors, la fonction f est de classe C*, pour tout k > 1, et pour tout (z,y,z) € R® on a
Dsf(z,y,z) = xy + 1222°.

De plus, f(1,-1,1) =0 et D3f(1,-1,1) =11 # 0. Alors, par le théoréme des fonctions implicites il existe
un voisinage B.(1,-1) c R? et une unique fonction g : B.(1,-1) — R de classe C*(B.(1,-1)) telle que
g(17_1) =1et f(x7yag(‘ray)) =0.

Comme vu en classe, I'équation du plan tangent & la surface z = g(x,y) en (1,-1) est donnée par

-1
(Vf(l,—l,l), y+1 ):0
z—1

et donc, en utilisant
5z +yz + 324
Vf(x,y,z)= zz + 3y°
zy + 12223

on trouve
Tr+4y+ 11z = 14.
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