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1 Introduction

Dans ce chapitre, sauf mention explicite du contraire, les fonctions seront
définies sur des sous-ensembles ouverts de R™ (n > 1). Ainsi, lorsque nous
écrirons par exemple f : B — Rouf : E — R™ (m > 1), il sera sous-entendu
que E est ou sous-ensemble ouvert de R”.

Il est usuel d’écrire les éléments de R™ sous la forme de n-uples :
x=¥=xz=(x1,...,2,) € R";

voir par exemple le chapitre 11 du livre de Douchet-Zwahlen [DZ]. Dans
ce chapitre, nous n’utiliserons la notation (z1,...,x,) que lorsque les com-
posantes de x apparaissent dans I’argument d’une fonction f : E — R ou
f : E — R™. Ainsi nous écrirons par exemple f(z1,...,x,) € R. Dans les
autres cas, sauf mention explicite du contraire, nous utiliserons la notation
sous forme de vecteur colonne :

T

Tn

A T'aide de la transposée, ceci s’écrit aussi

ou encore

x=(x1, ..., Tp)

La somme de deux vecteurs dans R" devient

1 Y1 r1+ Y1
x+y=|:[|+|:]|= : )
Tn Yn Y1+ Yn

le produit d’un nombre réel A avec un vecteur x € R™ devient

I /\1'1



Le j-éme vecteur de la base canonique de R"

a toutes ses composantes nulles, sauf celle sur la j-eme ligne, qui vaut 1.

Pour des entiers n,m > 1, nous dirons dans ces notes qu’'une application
L :R™ — R™ est linéaire si

L(ax 4 fy) = aL(x) + SL(y)

pour tous o, € R et x,y € R". En choisissant a = § =0et x =y = 0,
ceci implique en particulier que 'image de 0 € R™ par L est 0 € R™ :

L(0) = 0.

L’espace vectoriel de toutes les applications linéaires L : R™ — R™ sera noté
par L(R™ R™).

2 Dérivées partielles, gradient

Soit un entier n > 1. Soient encore un sous-ensemble (ouvert) £ C R"™ et
une fonction f : F — R de la variable x = (x1,...,2,) € E.

Pour a € F et 1 < j <n fixés, on considere la fonction réelle g définie par
g(S) = f(a17 a2, ...,aA5—1,S,Qj541,--- 7a’n)a

son domaine de définition étant le sous-ensemble ouvert de R donné par

D(g) = {s ER: (a1,a2,...,aj-1,5,aj41,--,an)" € E}

Rappel et notations
Si g est dérivable en a;, on dit que la j-éme dérivée partielle de f existe
en a et est égale & ¢'(a;). Elle est notée

(i?j;(a) ou Djf(a).
Comime (a; 1+ 1) (@)
d'(aj) = lim S



on voit que

af

Si toutes les dérivées partielles z:-(a), ... 2L

B (a) existent en a € E, le

vecteur

oy ()

2

OTn

est appelé le gradient de f en a, que 'on note V f(a) ou grad f(a) :

@)\ (Dif(a)
Vi) =grad f(a)= | - |=

2L (a) D, f(a)

3 Dérivées directionnelles

Soient E C R", f: E — R, a€ E et v e R"\{0}. La ligne droite passant
par a et admettant le vecteur directeur v est paramétrée comme suit :

{a+tv:teR}

Soit la fonction réelle g définie par g(t) = f(a+tv), son domaine de définition
étant D(g) = {t € R: a+tv € E}. C’est un sous-ensemble ouvert de R qui
contient 0.

Si g est dérivable en t = 0, on dit que f est dérivable en a suivant le
vecteur v. De plus ¢'(0) est appelé la dérivée de f en a suivant v ou
encore la dérivée directionnelle de f en a suivant v, que ’on note

Df(a,v) ou g“}j(a)
Ainsi
Df(av) = 2 (a) = ping 49O _ St 1)~ f(o)




Siv = e; et f est dérivable en a suivant le vecteur e;, observons que
0
Df(a,e;) = 5L (a).

T Ozj

Ainsi, si f est dérivable en a suivant tous les vecteurs v € R™\{0}, alors
toutes les dérivées partielles %(a), j=1,...,n, sont bien définies.
J

La réciproque n’est pas vraie en général. Voir 'exemple 1 du §5.

Pour X\ € R\{0},

flatiav) - fla) .. flatsv)—f(a)

Do) = iy P =S — g L2
:/\li_r%f(a—i_sz)_f(a):/\Df(avv)’

ou s = At.

Ainsi, si v € R"\{0} et f est dérivable en a suivant v, f est aussi dérivable
en a suivant Av pour tout A € R\{0} et

Df(a,\v) = ADf(a,v).

11 suffit donc de considérer les dérivées suivant les vecteurs unitaires. Lorsque
[|v|| =1, on dit aussi dérivée dans la direction v.

4 Fonction dérivable, différentielle

La définition 4.1 ci-dessous de différentielle est une extension de la notion de
différentiabilité d’'une fonction réelle d’une variable réelle (voir le §5.1.3 dans
[DZ]). Rappelons qu'une fonction f : E — R définie sur un sous-ensemble
ouvert E C R est dite différentiable en a € F s’il existe £ € R et une fonction
r: E — R vérifiant les deux propriétés suivantes :

Ve e E f(z)= f(a) +L(x—a)+r(x)
et

li )
T—ar — Q

=0.

Ceci est le cas exactement lorsque f est dérivable en a et

E:f’(a):limMER

r—ra Tr—a

(85.1.4 dans [DZ]). De plus, dans ce cas, le graphique de f admet une droite
tangente passant par (a, f(a)) d’équation cartésienne

y=f(a) + f'(a)(z —a)



(8§5.1.7 dans [DZ]). La définition 4.1 ci-dessous de différentielle pour les
fonctions f : E — R avec F C R” admet également une interprétation
géométrique lorsque n = 2, qui est expliquée au §4.2. La droite tangente y
est remplacée par un plan tangent.

Il résulte du dernier résultat fondamental du §4.3 une maniere simple de
vérifier que f : F — R est différentiable en tout point de I’ensemble (ouvert)
E C R” : il suffit que les n dérivées partielles de f existent en tout point de
FE et que chacune soit continue sur E. Cette condition suffisante est souvent
utilisée dans la pratique.

4.1 Définition : différentielle

Soient E CR", f: FE—>RetackFE.

On dit que f est dérivable au point a ou différentiable au point a s’il existe
une application linéaire L, : R™ — R et une fonction r : £ — R telles que

Vx € E f(x) = f(a) + La(x —a) + r(x)
et

i )
x—a ||x — al|

0,

ol La(x — a) € R est la valeur de I'application L, évaluée en x — a.

Il y a au plus une application linéaire L, : R™ — R vérifiant cette condition.
Lorsque f est différentiable en a, L, est appelé la différentielle de f au point
a. On utilise la notation suivante pour L, :

La = df(a) € L(R",R),

ou L(R™, R) est 'espace vectoriel des applications linéaires de R™ dans R.

Remarques.
e Soit une application linéaire L : R® — R. Définissons

ly
L=|:|eR"
Ly
par
L(e1)
L= :
L(ey)
Alors



ou < -,- > est le produit scalaire usuel dans R". En effet, pour tout v € R”,

n n n

L(v)=1L Zvjej = Zij(ej) = Zvjﬁj =<l,v>.

J=1 J=1 J=1

e Lorsque n = 1, f admet une différentielle en a exactement lorsque la

dérivée f'(a) € R existe.

e Les adjectifs “différentiable” et “dérivable” seront toujours considérés

comme synonymes.

e Si f est dérivable en tout a € E, alors df : E — L(R™,R) est une fonc-
tion a valeurs dans l'espace vectoriel £L(R™,R) des applications linéaires de
R™ dans R. Nous dirons que f est dérivable ou différentiable sur E et que

df : E — L(R™,R) est la (fonction) différentielle de f.

4.2 Interprétation géométrique lorsque n = 2

Soient un sous-ensemble (ouvert) E C R? et une fonction f : E — R
dérivable en a € E de différentielle L, = df (a) € L(R?,R). Soit £ tel que

Vv ER? La(v) =< £,v >.

L’équation

x3 = f(a)+({,x —a) = f(a1,a2)+l1(r1—a1)+la(x2—az), x = <x1> € R?,

décrit un plan dans R® passant par le point

ai
a2
f(ab a2)
La direction normale & ce plan est donnée par le vecteur
1l
—{s
1
car
—{ r1—a
xng(a)+(£,x—a><:>< -l ], T2 — a2
1 z3 — f(a1, az

T2

) >:0'



Si f est dérivable en a € E C R2, L, = df(a) et £ € R? est tel que
Vv € R? La(v) =< £,v >,

alors I’équation

ra= fla) + (ex—a), x= (1),

Z2
décrit le plan dans R3 tangent au graphique de f en

ai
as S RS.

fla1,a2)

La normale au graphique de f en (ay,as, f(a1,a2))” est la droite pa-
ramétrée comme suit :

al —
as +tl -l :teR
f(a17 aQ) 1

4.3 Résultats fondamentaux

Théoréme. Soient £ C R", f: E — R et a € E avec f dérivable en a de
différentielle Ly = df (a) € L(R",R). Alors

1. f est continue en a.

2.
Pour tout v € R™\{0}, f est dérivable en a suivant le vecteur v et
Df(a,v) = La(v).
En particulier
S-() = Lafe,)
pour tout j € {1,...,n}. Autrement dit, le gradient V f(a) existe et
Vi(a) =¢,
ou {; = La(ej) pour tout j € {1,...,n}.
3.



Pour tout v € R"\{0},

Df(a,v) = La(v) =< Vf(a),v >.

Pour tout v € R” tel que ||v|| =1,
Df(a,v) <[V f(a)|

et,si Vf(a) #0

1
Df(a,Vfa)z Vi(a)ll.
7] (a) | =[IVf(a)l|
Vf(a) € R™ donne la direction de la plus grande pente de f

Ainsi [y
en a et ||V f(a)|| est la valeur de la plus grande pente.

Remarques.

e Il découle de la relation L,(v) = Df(a,v) pour tout v € R"\{0} que la
différentielle L, € L(R™,R) est unique si elle existe, comme ceci a déja été
mentionné.

e La seconde partie du théoreme assure que si f est dérivable en a, alors f
est dérivable en a suivant tout vecteur v € R”\{0}. La réciproque n’est pas
vraie en général ; voir I'exemple 2 du §5.

Démonstration. 1. Vérifions que hm f(x) = f(a). On a

Vx € B f(x) = f(a) + La(x — a) + r(x)

avec
lim r(x)
x—a [|x — a|

=0.

Il en résulte lim r(x) =0 et
X—a

lim f(x) = lim (f(a) + La(x — a) )
= f(a) + lim La(x — a) + lim r(x) = f(a).

X—a

2. Fixons v € R™"\{0} et posons g(t) = f(a+ tv). Alors D(g) est un sous-
ensemble ouvert de R qui contient 0 et il faut démontrer que g est dérivable

10



ent = 0. Or en effet

¢(0) = i 90 =9O) _y,

t—0 t t—0 t
_ lim f(a)+ La(a+tv—a)+r(a+tv) — f(a)
50 t
Lo(t t t
= lim a(tv) ¥ r(a+tv) = La(Vv) + lim rla+tv)
t—0 t t—0 t
) rla+tv) |la+tv—all
=1L 1
a(v)—i_tg%Ha—Ftv—aH t
r(a+tv) [t]]v]]
=1L 1 =1L
a(V)-i-tg]% lla+tv—all alv),

ce qui montre que Df(a,v) = ¢'(0) = La(v).

En choisissant en particulier v = e;, on obtient

B
8;]'(61) = Df(a,ej) = La(ej) = ¢;.
D’ou
0 2L (a)
e— || = : = Vf(a).
ln 2L (a)

4. Pour tout v € R” tel que ||v]| =1,
D(a,v) =< Vf(a),v> <[[Vf(@) -]Vl = [IVf(a)ll
et, si Vf(a) #0,

1 1
D (a7 Wvﬂa)) _ <Vf<a>, Ww<a>> — VsG]l

O]

Le théoreme suivant donne une méthode pour vérifier qu'une fonction est
dérivable en un point.

11



Théoréme. Soient E CR"™, f: FE —>Retac F.

Supposons qu’il existe 6 > 0 tel que B(a,d) C E et, pour tout j €

{1,...,n}, la dérivée partielle % existe sur B(a,d) et est continue en a.
J

Alors f est dérivable en a.

Remarque. Ceci améliore la conclusion du §13.1.6 dans [DZ].

Démonstration. Soient x € R™ tel que ||x — a|| < 4. Alors

f(x) = f(a) = f(x1,22,...,2n) — fla1,a2,...,ay)

= f(z1,a2,...,a,) — f(a1,az,...,ay)
+f(x1,x2,a3,...,an) — f(x1,02,...,ay)
+...
+f(x1,. oy xn) — f(@1, o 1, an)
of
:a—gﬁ(al—l-ﬂl(xl—al),az,...,an>(1‘1—a1)
+a—@<x1,a2+92(372—ag),ag,...,an>(a:2—a2)
+...

of
+87$n (xlw%'?; ey X1, 0n + an(xn - an)) (xn - an)a

ou §; €]0,1] pour j = 1,...,n est donné par la formule des accroissements
finis pour une fonction réelle d’une variable réelle. Ainsi

fx) = f(a) = (Vf(a),x —a)

of
— 87:(}1<a1 +601(x1 — a1),as,. .. ,an)(xl —ay) — a—m(al,aQ,...,an)(xl —ay)
of of
+87x2<$170¢2 +92(.7)2 - 02),(13, R ,an> (.%'2 — CLQ) — 873:2(&1,&2,@3, C ,an)(xQ - (12)
+...
0
+8ﬂi<$l’m2’ o @nmty G O (0 - a")>($" —an) = 07%(@1,@2, ooy ) (Ty — ap)

et donc
o 100 = f(@) = (Vf(a),x — a)

=0
x—a [Ix — al|

grace & la continuité des dérivées partielles en a. Ainsi f est dérivable en a
et df (a) € L(R™,R) est 'application linéaire

v — (Vf(a),v).

12



5 Exemples

5.1 Exemple 1

Soit la fonction f : R? — R définie par

0 si x=0,
flry, ) = ¢ 2122 o o cR2\(p
2+ si x \{0}.

Remarquons d’abord que f n’est pas continue en 0 car

. 1
lim f(1,1) = 5 # 0 = f(0)

(voir le §12.2.9 dans [DZ]). Donc f n’est pas dérivable en 0. Son gradient
V f(x1,22) est bien défini en tout x € R?\{0} et

$2(ZE% + x%) — 2122221 IL‘Q(—{L‘% + IL‘%)
(27 + 23)? (27 + 23)?
Vf(xl, 232) = =
21 (23 + 23) — 1179279 x1 (23 — 13)
(2] +23)? (27 + 23)?

Puisque §Tf1 et 687{2 sont continues en tout point de 'ouvert R*\{0}, f est
dérivable sur R?\{0} et la dérivée directionnelle de f en a € R?\{0} suivant
v # 0 peut se calculer a I’aide du gradient :

D(a,v) =< Vf(a),v>.

La différentielle de f en a € R?\{0} est 'application linéaire

az(—a? +ad)vy  ai(a? — a3)ve
=<V ,a2),V >=
VoSV vEm ey T @y
(v € R?). En a = 0, les dérivées partielles existent :
of L0 =f0,0) . 1( 10
ZL o) = — lim ~ —0) =
ga; 0 = 1 t Mi\Eroe )70
et de méme of
—(0)=0
Lo-o
d’ou V f(0) = 0. Par contre observons que les limites li ﬁ(0 t) et li a—f(t 0)
u = 0. Par contr rvons qu imites lim oz, lim 9y

n’existent pas.

13



Finalement, pour v € R?\{0},

D(0,v) = lim L0012 = F(O) ) vive
t—0 t t—0 t(v% + U%)

est bien défini dans R si et seulement si v1 = 0 ou vy = 0.

Remarque. En plus des notations f(x1, x2) OF ot 9L Nes notations flx,y),

) Ox1 Oxo’
% et g—ch sont souvent utilisées. Voir par exemple les §13.1.3 et 13.1.4 dans
[DZ].

5.2 Exemple 2

Soit la fonction f : R? — R définie par

0 si x =0,

_ 2
Flz1,22) = T i x e R2\{0}.
r] + x5

Remarquons que f n’est pas continue en 0 car

lim f(t2,t) = lim 1 #£0= f(0).

t—0 t—0 t4 + t4 2

Donc f n’est pas dérivable en 0. Son gradient V f(x1, z2) est bien défini en
tout x € R?\{0} et

v (2] + @) — 22703 w3(—2f + 75)
(xF + 23)? (xF + 23)*
Vf(z1,z2) = =
2x179(23 + 23) — da1 23 271 72(23 — 23)
(&t +23)? (af +a3)?
Puisque % et (,;% sont continues en tout point de 'ouvert R?\{0}, f est
dérivable sur R?\{0}. En a = 0, les dérivées partielles existent :
of o JLO) - 0,0 1[0
L) =1 = lim - —0) =
O0xy (0) 1530 t 50t \ 2102 0 !
et de méme of
—(0)=0
Loy=o,
d’ott V£(0) = 0. Par contre observons que
of t2(—t2 +th) of
lim 7 (1) = lim — ) — 1 20= ).
tgr(l) ox1 (t7 2 tgr(l) (t2 + t4)2 70 0xq (0)

14



Plus généralement, pour tout v € R?\{0}, la dérivée de f en O suivant v
existe :

L[ (tvr)(tvy)? 3 5
D(O,v) = lim (B0 )y v v g
t—0 ¢t \ (tvy)2 + (tvg)4 t=0 (v1)? + t2v5 (1

sivy #0et, sivy =0,

1 (- 0)(tug)? _
D(0,v) = lim - <M—O) =0.

En posant D(0,0) = 0, l'application v.— D(0,v) n’est clairement pas
linéaire en v € R? dans cet exemple. De plus, pour v € R?\{0}, la relation
D(0,v) =< Vf(0),v > n’est valable que si v; = 0 ou vy = 0.

6 Fonctions a valeurs dans R™

Soit f: E — R avec E C R" ouvert. Si le gradient de f est défini en tout
a € F, la fonction gradient
a— Vf(a)

est un exemple d’une fonction définie sur E et a valeurs dans R™. En parti-
culier, dans le premier exemple ci-dessus, le gradient

0,00 six =0,
Vf($1,$2) = m(—x% + x%) 1‘1(:6% — x%) r . RQ 0
($2 + a:2)2 ’ (x2 + x2)2 S1 X € \{ }’
1 2 1 2

est une fonction & valeurs dans R2.

Plus généralement, le but est maintenant d’étudier les fonctions a valeurs
dans R™, ot m > 1 est un entier quelconque, dans le méme esprit que les
considérations précédentes sur les fonctions a valeurs dans R.

Soient des entiers m,n > 1, E C R" (ouvert) et une fonction quelconque
f: F — R™. Ecrivons, pour tout x € E,

fi(x)
tx)=| : |erm,
fm (%)

oufi:EFE—>Rpouri=1,...,m.

15



6.1 Définitions : dérivée partielle, dérivée suivant un vecteur

On dit que f admet une dérivée partielle au point a € E si chacune des
fonctions f; admet une dérivée partielle au point a. Une dérivée partielle de
f est notée par un vecteur colonne :

of Wj(a)
67%(&) =

Pour un vecteur v € R"\{0}, la dérivée (directionnelle) de f en a suivant v

est le vecteur colonne noté par Df(a,v) ou g—f,(a) et défini par

Dfi(a,v)
of Df, (a7 V)
Df(a,v) = 2 (a) =
(a,v) = oo (a) 5

Dfn(a,v)

Lorsque ||v|| = 1, on dit aussi dérivée dans la direction v.
Remarquons que
Z?:l %(a)vj n of
Df(a,v) = ) 8f = Z;vjaxj(a)
Py oz, (a)v; =

pour tout v € R™\{0}.

6.2 Définition : différentielle

La notion de différentielle se généralise facilement. Soient ¥ C R", f : £ —
R™ et ac€ E.

On dit que f est dérivable au point a ou différentiable au point a s’il existe
une application linéaire L : R™ — R et une fonction r : £ — R™ telles
que

vx e E f(x)=f(a)+ La(x —a) + r(x)

et
(x) =0.

. 1
lim r
x—a ||x — al|

Il y a au plus une application linéaire L, : R™ — R™ vérifiant cette condition.

16



Lorsque f est différentiable en a, cette application linéaire L, est appelée la
différentielle de f au point a. On utilise les notations suivantes pour Lj, :

La = df(a) € L(R",R™).

6.3 Proposition

Soit f: E— R™et ac E CR"™ Alors f est dérivable en a si et seulement
si f; est dérivable en a pour tout i € {1,...,m}. Dans ce cas, en notant

La = df(a) € LR",R™) et L;a = df;(a) € L(R",R)

pouri € {1,...,m}, on a
Lia(v) Dfi(a,v)
Lv=| : |=| : |=pt@v
Lyya(v) Dfn(a,v)

pour tout v € R"\{0}.

Remarque. Il découle de cette proposition que la différentielle L, € L(R™,R™)
est unique si elle existe, comme ceci a déja été mentionné.

6.4 Matrice et déterminant de Jacobi

Comme R" et R™ sont munis des bases canoniques, a toute application
linéaire L : R® — R™ est associée une matrice a m lignes et n colonnes.
Plus précisément, la j-ieme colonne de cette matrice est constituée des m
composantes du vecteur L(e;) relativement a la base canonique de R™.

En particulier, si f : F — R™ est dérivable en a € EF C R”, on peut
considérer la matrice associée & L, = df (a). Sa j-ieme colonne est

Ll,a(ej) %(50
La(e;) = = )
Lina(e;) %}CT?(a)
c’est-a-dire, la j-ieme dérivée partielle de f en a.
Ceci conduit a la définition suivante.

La matrice de Jacobi ou matrice Jacobienne de £ (oude f1,..., fin) au point
a est la matrice notée

Df(a) ou Jg(a)

définie par

17



E E a
B Bl g
H2(q) Zi2(7) ... ZL2(a
Df(a) = Ji(a) = 8961:( ) awz( ) f‘%n.( )
Ofm Ofm Ofm
Un(a) Yn(a) ... Yn(a)

Elle a m lignes et n colonnes. Sa i-éme ligne est

(@ .. @),
qui est la transposée du vecteur colonne V f;(a) :
(@ o @) = Vi@
(1 <i<m). Sif est dérivable en a, observons que, pour tout v € R™\{0},
Dfi(a,v) (Vfi(a),v) v1
Dfs(a,v Vfa(a),v v
DE(av) = f2(. )l ¢ f2(. ), V) by | 7
Dfmn(a,v) (Vfm(a),v) Up,

Lorsque m = n, le déterminant

e} e} 0
g%(a) g%(a) %% a
Bo Bo o Eo
det Df(a) = |Df(a)| = ) ]
o) n' 0 n' 0 n'
@ @ .. e
est appelé le déterminant de Jacobi ou le Jacobien de f (ou de fi,..., fn)
. , . D(f1,..., fn)
au point a. Il est noté aussi ————=(a) :
P D(xl,...,:ﬂn)( )
2] 2] 2]
g—%(a) ?%(a) %(a)
D(f1,.... fn) o (@) gi2(a) oo (a
2R (a) = det Df(a) = ! 2 "
D(mla 7'75”)( ) ( ) :
Afn Ofn Ofn
@) Zr@) ... S2(a)

6.5 Fonction composée et matrices de Jacobi

On notera par M, ,(R) les matrices a coefficients réels possédant m lignes
et m colonnes.
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Enoncé.

Soient un sous-ensemble ouvert A C R™, une fonction g : A — RP, un sous-
ensemble ouvert B C RP tel que g(A) C B et une fonction f : B — RY. La
fonction composée f o g : A — RY est donc bien définie.

Soient encore a € A et b = g(a) € B tels que g est dérivable en a et f est
dérivable en b.

Alors f o g est dérivable en a,

d(f o g)(a) = df(b) o dg(a), ol b= g(a),

et la matrice de Jacobi D(f o g)(a) € M, ,(R) est le produit matriciel des
matrices de Jacobi Df(b) € M, ,(R) et Dg(a) € M, ,(R) :

D(fog)(a) = Df(b) - Dg(a), ou b=g(a).

Si de plus n = p = q, alors on obtient la relation suivante pour les déterminants

de Jacobi :

|D(f o g)(a)] = [DE(b)[ - [Dg(a)] ou b= g(a).

Démonstration. Nous noterons par y 'argument variable de la fonction g
et par x celui de la fonction f. Ecrivons L, = dg(a) et Ly = df(b). Les
applications L, : R — RP et Ly, : RP — RY? étant linéaires, leur composée
Ly o Ly : R® — RY est aussi une application linéaire. Vérifions que

Vy € A f(g(y)) = f(g(a)) + Lp(La(y —a)) +r(y)

et 1
lim —r(y) =0
y—a ||y — all

pour une certaine fonction r : A — RY.

Par hypothese, il existe des fonctions rg : A — RP et r¢ : B — RY telles que
Vy € A g(y) = g(a) + La(y — a) + rg(y),

1
lim —ry(y) =0
S Ty —ap e

Vx € B f(x) =f(b) + Lp(x — b) + r¢(x)
et

lim

xeob [[x — b]|rf(x) =0
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On a pour tout y € A
f(g(y)) = £(g(a) + Laly — ) + rg(y))

= £(b) + L (La(y —a) + 1(y) ) +1:(8(¥))
= f(g(a)) + Lv(La(y — a)) + Lu(rg(y)) + re(g(y))-
En posant

r(y) = Lp(rg(y)) +re(g(y)),

on obtient bien )

lim —r(y) = 0.
Py —al Y

En effet, pour tout y € A\{a},
< v.gl(a)7y —a>
<Vgy(a),y —a>

p
> IVai(a H2Hy—aHz> <ZHVQZ HQ) ly —all,

=1

<< V fi(b),rg(y) )
<V, (b), rgly) >

ZHW WFirlE) = S IV £ilb) P ety
T T = Iy —al

ILa(y —a)l| =

» 1/2
= (Z(< Vgi(a),y —a >)2>
i=1

C auchy Schwarz (

Loegy)Il 1
lly — al| ly — al|

i=1
et
r ‘ si g(y)=g(a)=b
||H§Eg_(3;)ﬁ\| { lre(8))ll l8ly) (@)l o) £ b
llg(y) =bll  [ly —all
{0 DI ey ) 4 rgl SV B =P
= re(gly aly —a) trgly g
llg(y) — bl ly — al| g(y) # b,

0 o si g(y) =g(a)=b,
| e ((Sorwscon) )

Ceci prouve que f o g est dérivable en a et d(f og)(a) = Ly, o L,. La théorie
générale des matrices et déterminants assure finalement que

D(f og)(a) = Df(b) - Dg(a)
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(produit matriciel) et, lorsque n = p = ¢,
|D(f o g)(a)| = [DE(b)| - [Dg(a)]

(produit de deux déterminants).
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