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4.2 Interprétation géométrique lorsque n = 2 . . . . . . . . . . . . 8

4.3 Résultats fondamentaux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

5 Exemples 13

5.1 Exemple 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

5.2 Exemple 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
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1 Introduction

Dans ce chapitre, sauf mention explicite du contraire, les fonctions seront
définies sur des sous-ensembles ouverts de Rn (n ≥ 1). Ainsi, lorsque nous
écrirons par exemple f : E → R ou f : E → Rm (m ≥ 1), il sera sous-entendu
que E est ou sous-ensemble ouvert de Rn.

Il est usuel d’écrire les éléments de Rn sous la forme de n-uples :

x = ~x = x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn;

voir par exemple le chapitre 11 du livre de Douchet-Zwahlen [DZ]. Dans
ce chapitre, nous n’utiliserons la notation (x1, . . . , xn) que lorsque les com-
posantes de x apparaissent dans l’argument d’une fonction f : E → R ou
f : E → Rm. Ainsi nous écrirons par exemple f(x1, . . . , xn) ∈ R. Dans les
autres cas, sauf mention explicite du contraire, nous utiliserons la notation
sous forme de vecteur colonne :

x =

x1...
xn

 .

A l’aide de la transposée, ceci s’écrit aussi

x =
(
x1 . . . xn

)T
ou encore

x = (x1 , . . . , xn)T .

La somme de deux vecteurs dans Rn devient

x + y =

x1...
xn

+

y1...
yn

 =

x1 + y1
...

y1 + yn

 ,

le produit d’un nombre réel λ avec un vecteur x ∈ Rn devient

λx = λ

x1...
xn

 =

λx1...
λxn


et le produit scalaire usuel dans Rn devient

〈x,y〉 =

〈x1...
xn

 ,

y1...
yn

〉 =

n∑
j=1

xjyj .
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Le j-ème vecteur de la base canonique de Rn

ej =


0
...
1
...
0


a toutes ses composantes nulles, sauf celle sur la j-ème ligne, qui vaut 1.

Pour des entiers n,m ≥ 1, nous dirons dans ces notes qu’une application
L : Rn → Rm est linéaire si

L(αx + βy) = αL(x) + βL(y)

pour tous α, β ∈ R et x,y ∈ Rn. En choisissant α = β = 0 et x = y = 0,
ceci implique en particulier que l’image de 0 ∈ Rn par L est 0 ∈ Rm :

L(0) = 0.

L’espace vectoriel de toutes les applications linéaires L : Rn → Rm sera noté
par L(Rn,Rm).

2 Dérivées partielles, gradient

Soit un entier n ≥ 1. Soient encore un sous-ensemble (ouvert) E ⊂ Rn et
une fonction f : E → R de la variable x = (x1, . . . , xn) ∈ E.

Pour a ∈ E et 1 ≤ j ≤ n fixés, on considère la fonction réelle g définie par

g(s) = f(a1, a2, . . . , aj−1, s, aj+1, . . . , an),

son domaine de définition étant le sous-ensemble ouvert de R donné par

D(g) =
{
s ∈ R : (a1, a2, . . . , aj−1, s, aj+1, . . . , an)T ∈ E

}
.

Rappel et notations
Si g est dérivable en aj , on dit que la j-ème dérivée partielle de f existe
en a et est égale à g′(aj). Elle est notée

∂f

∂xj
(a) ou Djf(a).

Comme

g′(aj) = lim
t→0

g(aj + t)− g(aj)

t
,
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on voit que

∂f

∂xj
(a) = lim

t→0

f(a + tej)− f(a)

t
.

Si toutes les dérivées partielles ∂f
∂x1

(a), . . . , ∂f
∂xn

(a) existent en a ∈ E, le
vecteur 

∂f
∂x1

(a)

·
·
·

∂f
∂xn

(a)


est appelé le gradient de f en a, que l’on note ∇f(a) ou grad f(a) :

∇f(a) = grad f(a) =


∂f
∂x1

(a)

·
·
·

∂f
∂xn

(a)

 =


D1f(a)
·
·
·

Dnf(a)

 .

3 Dérivées directionnelles

Soient E ⊂ Rn, f : E → R, a ∈ E et v ∈ Rn\{0}. La ligne droite passant
par a et admettant le vecteur directeur v est paramétrée comme suit :

{a + tv : t ∈ R}.

Soit la fonction réelle g définie par g(t) = f(a+tv), son domaine de définition
étant D(g) = {t ∈ R : a + tv ∈ E}. C’est un sous-ensemble ouvert de R qui
contient 0.

Si g est dérivable en t = 0, on dit que f est dérivable en a suivant le
vecteur v. De plus g′(0) est appelé la dérivée de f en a suivant v ou
encore la dérivée directionnelle de f en a suivant v, que l’on note

Df(a,v) ou
∂f

∂v
(a).

Ainsi

Df(a,v) =
∂f

∂v
(a) = lim

t→0

g(t)− g(0)

t
= lim

t→0

f(a + tv)− f(a)

t
.
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Si v = ej et f est dérivable en a suivant le vecteur ej , observons que

Df(a, ej) = ∂f
∂xj

(a).

Ainsi, si f est dérivable en a suivant tous les vecteurs v ∈ Rn\{0}, alors
toutes les dérivées partielles ∂f

∂xj
(a), j = 1, . . . , n, sont bien définies.

La réciproque n’est pas vraie en général. Voir l’exemple 1 du §5.

Pour λ ∈ R\{0},

Df(a, λv) = lim
t→0

f(a + tλv)− f(a)

t
= lim

s→0

f(a + sv)− f(a)

s/λ

= λ lim
s→0

f(a + sv)− f(a)

s
= λDf(a,v),

où s = λt.

Ainsi, si v ∈ Rn\{0} et f est dérivable en a suivant v, f est aussi dérivable
en a suivant λv pour tout λ ∈ R\{0} et

Df(a, λv) = λDf(a,v).

Il suffit donc de considérer les dérivées suivant les vecteurs unitaires. Lorsque
||v|| = 1, on dit aussi dérivée dans la direction v.

4 Fonction dérivable, différentielle

La définition 4.1 ci-dessous de différentielle est une extension de la notion de
différentiabilité d’une fonction réelle d’une variable réelle (voir le §5.1.3 dans
[DZ]). Rappelons qu’une fonction f : E → R définie sur un sous-ensemble
ouvert E ⊂ R est dite différentiable en a ∈ E s’il existe ` ∈ R et une fonction
r : E → R vérifiant les deux propriétés suivantes :

∀x ∈ E f(x) = f(a) + `(x− a) + r(x)

et

lim
x→a

r(x)

x− a
= 0.

Ceci est le cas exactement lorsque f est dérivable en a et

` = f ′(a) = lim
x→a

f(x)− f(a)

x− a
∈ R

(§5.1.4 dans [DZ]). De plus, dans ce cas, le graphique de f admet une droite
tangente passant par (a, f(a)) d’équation cartésienne

y = f(a) + f ′(a)(x− a)
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(§5.1.7 dans [DZ]). La définition 4.1 ci-dessous de différentielle pour les
fonctions f : E → R avec E ⊂ Rn admet également une interprétation
géométrique lorsque n = 2, qui est expliquée au §4.2. La droite tangente y
est remplacée par un plan tangent.

Il résulte du dernier résultat fondamental du §4.3 une manière simple de
vérifier que f : E → R est différentiable en tout point de l’ensemble (ouvert)
E ⊂ Rn : il suffit que les n dérivées partielles de f existent en tout point de
E et que chacune soit continue sur E. Cette condition suffisante est souvent
utilisée dans la pratique.

4.1 Définition : différentielle

Soient E ⊂ Rn, f : E → R et a ∈ E.

On dit que f est dérivable au point a ou différentiable au point a s’il existe
une application linéaire La : Rn → R et une fonction r : E → R telles que

∀x ∈ E f(x) = f(a) + La(x− a) + r(x)

et

lim
x→a

r(x)

||x− a||
= 0,

où La(x− a) ∈ R est la valeur de l’application La évaluée en x− a.

Il y a au plus une application linéaire La : Rn → R vérifiant cette condition.
Lorsque f est différentiable en a, La est appelé la différentielle de f au point
a. On utilise la notation suivante pour La :

La = df(a) ∈ L(Rn,R),

où L(Rn,R) est l’espace vectoriel des applications linéaires de Rn dans R.

Remarques.
• Soit une application linéaire L : Rn → R. Définissons

` =

`1...
`n

 ∈ Rn

par

` =

L(e1)
...

L(en)

 .

Alors
∀v ∈ Rn L(v) =< `,v >,
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où < ·, · > est le produit scalaire usuel dans Rn. En effet, pour tout v ∈ Rn,

L(v) = L

 n∑
j=1

vjej

 =

n∑
j=1

vjL(ej) =

n∑
j=1

vj`j =< `,v > .

• Lorsque n = 1, f admet une différentielle en a exactement lorsque la
dérivée f ′(a) ∈ R existe.
• Les adjectifs “différentiable” et “dérivable” seront toujours considérés
comme synonymes.
• Si f est dérivable en tout a ∈ E, alors df : E → L(Rn,R) est une fonc-
tion à valeurs dans l’espace vectoriel L(Rn,R) des applications linéaires de
Rn dans R. Nous dirons que f est dérivable ou différentiable sur E et que
df : E → L(Rn,R) est la (fonction) différentielle de f .

4.2 Interprétation géométrique lorsque n = 2

Soient un sous-ensemble (ouvert) E ⊂ R2 et une fonction f : E → R
dérivable en a ∈ E de différentielle La = df(a) ∈ L(R2,R). Soit ` tel que

∀v ∈ R2 La(v) =< `,v > .

L’équation

x3 = f(a)+〈`,x− a〉 = f(a1, a2)+`1(x1−a1)+`2(x2−a2), x =

(
x1
x2

)
∈ R2,

décrit un plan dans R3 passant par le point a1
a2

f(a1, a2)

 .

La direction normale à ce plan est donnée par le vecteur−`1−`2
1


car

x3 = f(a) + 〈`,x− a〉 ⇔

〈−`1−`2
1

 ,

 x1 − a1
x2 − a2

x3 − f(a1, a2)

〉 = 0.
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Si f est dérivable en a ∈ E ⊂ R2, La = df(a) et ` ∈ R2 est tel que

∀v ∈ R2 La(v) =< `,v >,

alors l’équation

x3 = f(a) + 〈`,x− a〉 , x =

(
x1
x2

)
,

décrit le plan dans R3 tangent au graphique de f en a1
a2

f(a1, a2)

 ∈ R3.

La normale au graphique de f en (a1, a2, f(a1, a2))
T est la droite pa-

ramétrée comme suit :
 a1

a2
f(a1, a2)

+ t

−`1−`2
1

 : t ∈ R

 .

4.3 Résultats fondamentaux

Théorème. Soient E ⊂ Rn, f : E → R et a ∈ E avec f dérivable en a de
différentielle La = df(a) ∈ L(Rn,R). Alors

1. f est continue en a.

2.

Pour tout v ∈ Rn\{0}, f est dérivable en a suivant le vecteur v et

Df(a,v) = La(v).

En particulier
∂f

∂xj
(a) = La(ej)

pour tout j ∈ {1, . . . , n}. Autrement dit, le gradient ∇f(a) existe et

∇f(a) = `,

où `j = La(ej) pour tout j ∈ {1, . . . , n}.
3.
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Pour tout v ∈ Rn\{0},

Df(a,v) = La(v) =< ∇f(a),v > .

4.

Pour tout v ∈ Rn tel que ||v|| = 1,

Df(a,v) ≤ ||∇f(a)||

et, si ∇f(a) 6= 0,

Df

(
a,

1

||∇f(a)||
∇f(a)

)
= ||∇f(a)||.

Ainsi 1
||∇f(a)||∇f(a) ∈ Rn donne la direction de la plus grande pente de f

en a et ||∇f(a)|| est la valeur de la plus grande pente.

Remarques.
• Il découle de la relation La(v) = Df(a,v) pour tout v ∈ Rn\{0} que la
différentielle La ∈ L(Rn,R) est unique si elle existe, comme ceci a déjà été
mentionné.
• La seconde partie du théorème assure que si f est dérivable en a, alors f
est dérivable en a suivant tout vecteur v ∈ Rn\{0}. La réciproque n’est pas
vraie en général ; voir l’exemple 2 du §5.

Démonstration. 1. Vérifions que lim
x→a

f(x) = f(a). On a

∀x ∈ E f(x) = f(a) + La(x− a) + r(x)

avec

lim
x→a

r(x)

||x− a||
= 0.

Il en résulte lim
x→a

r(x) = 0 et

lim
x→a

f(x) = lim
x→a

(
f(a) + La(x− a) + r(x)

)
= f(a) + lim

x→a
La(x− a) + lim

x→a
r(x) = f(a).

2. Fixons v ∈ Rn\{0} et posons g(t) = f(a + tv). Alors D(g) est un sous-
ensemble ouvert de R qui contient 0 et il faut démontrer que g est dérivable
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en t = 0. Or en effet

g′(0) = lim
t→0

g(t)− g(0)

t
= lim

t→0

f(a + tv)− f(a)

t

= lim
t→0

f(a) + La(a + tv − a) + r(a + tv)− f(a)

t

= lim
t→0

La(tv) + r(a + tv)

t
= La(v) + lim

t→0

r(a + tv)

t

= La(v) + lim
t→0

r(a + tv)

||a + tv − a||
||a + tv − a||

t

= La(v) + lim
t→0

r(a + tv)

||a + tv − a||
|t| ||v||
t

= La(v),

ce qui montre que Df(a,v) = g′(0) = La(v).

En choisissant en particulier v = ej , on obtient

∂f

∂xj
(a) = Df(a, ej) = La(ej) = `j .

D’où

` =

`1...
`n

 =


∂f
∂x1

(a)
...

∂f
∂xn

(a)

 = ∇f(a).

3. Pour tout v ∈ Rn,

La(v) = La

 n∑
j=1

vjej

 =
n∑

j=1

vjLa(ej) =
n∑

j=1

vj`j =
n∑

j=1

vj
∂f

∂xj
(a) =< ∇f(a),v > .

4. Pour tout v ∈ Rn tel que ||v|| = 1,

D(a,v) =< ∇f(a),v > ≤ ||∇f(a)|| · ||v|| = ||∇f(a)||

et, si ∇f(a) 6= 0,

D

(
a,

1

||∇f(a)||
∇f(a)

)
=

〈
∇f(a),

1

||∇f(a)||
∇f(a)

〉
= ||∇f(a)||.

Le théorème suivant donne une méthode pour vérifier qu’une fonction est
dérivable en un point.
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Théorème. Soient E ⊂ Rn, f : E → R et a ∈ E.

Supposons qu’il existe δ > 0 tel que B(a, δ) ⊂ E et, pour tout j ∈
{1, . . . , n}, la dérivée partielle ∂f

∂xj
existe sur B(a, δ) et est continue en a.

Alors f est dérivable en a.

Remarque. Ceci améliore la conclusion du §13.1.6 dans [DZ].

Démonstration. Soient x ∈ Rn tel que ||x− a|| < δ. Alors

f(x)− f(a) = f(x1, x2, . . . , xn)− f(a1, a2, . . . , an)

= f(x1, a2, . . . , an)− f(a1, a2, . . . , an)

+f(x1, x2, a3, . . . , an)− f(x1, a2, . . . , an)

+ . . .

+f(x1, . . . , xn)− f(x1, . . . , xn−1, an)

=
∂f

∂x1

(
a1 + θ1(x1 − a1), a2, . . . , an

)
(x1 − a1)

+
∂f

∂x2

(
x1, a2 + θ2(x2 − a2), a3, . . . , an

)
(x2 − a2)

+ . . .

+
∂f

∂xn

(
x1, x2, . . . , xn−1, an + θn(xn − an)

)
(xn − an),

où θj ∈]0, 1[ pour j = 1, . . . , n est donné par la formule des accroissements
finis pour une fonction réelle d’une variable réelle. Ainsi

f(x)− f(a)− 〈∇f(a),x− a〉

=
∂f

∂x1

(
a1 + θ1(x1 − a1), a2, . . . , an

)
(x1 − a1)−

∂f

∂x1
(a1, a2, . . . , an)(x1 − a1)

+
∂f

∂x2

(
x1, a2 + θ2(x2 − a2), a3, . . . , an

)
(x2 − a2)−

∂f

∂x2
(a1, a2, a3, . . . , an)(x2 − a2)

+ . . .

+
∂f

∂xn

(
x1, x2, . . . , xn−1, an + θn(xn − an)

)
(xn − an)− ∂f

∂xn
(a1, a2, . . . , an)(xn − an)

et donc

lim
x→a

f(x)− f(a)− 〈∇f(a),x− a〉
||x− a||

= 0

grâce à la continuité des dérivées partielles en a. Ainsi f est dérivable en a
et df(a) ∈ L(Rn,R) est l’application linéaire

v→ 〈∇f(a),v〉 .
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5 Exemples

5.1 Exemple 1

Soit la fonction f : R2 → R définie par

f(x1, x2) =

 0 si x = 0,
x1x2
x21 + x22

si x ∈ R2\{0} .

Remarquons d’abord que f n’est pas continue en 0 car

lim
t→0

f(t, t) =
1

2
6= 0 = f(0)

(voir le §12.2.9 dans [DZ]). Donc f n’est pas dérivable en 0. Son gradient
∇f(x1, x2) est bien défini en tout x ∈ R2\{0} et

∇f(x1, x2) =


x2(x

2
1 + x22)− x1x22x1

(x21 + x22)
2

x1(x
2
1 + x22)− x1x22x2

(x21 + x22)
2

 =


x2(−x21 + x22)

(x21 + x22)
2

x1(x
2
1 − x22)

(x21 + x22)
2

 .

Puisque ∂f
∂x1

et ∂f
∂x2

sont continues en tout point de l’ouvert R2\{0}, f est

dérivable sur R2\{0} et la dérivée directionnelle de f en a ∈ R2\{0} suivant
v 6= 0 peut se calculer à l’aide du gradient :

D(a,v) =< ∇f(a),v > .

La différentielle de f en a ∈ R2\{0} est l’application linéaire

v→< ∇f(a1, a2),v >=
a2(−a21 + a22)v1

(a21 + a22)
2

+
a1(a

2
1 − a22)v2

(a21 + a22)
2

(v ∈ R2). En a = 0, les dérivées partielles existent :

∂f

∂x1
(0) = lim

t→0

f(t, 0)− f(0, 0)

t
= lim

t→0

1

t

(
t · 0

t2 + 02
− 0

)
= 0

et de même
∂f

∂x2
(0) = 0,

d’où∇f(0) = 0. Par contre observons que les limites lim
t→0

∂f

∂x1
(0, t) et lim

t→0

∂f

∂x2
(t, 0)

n’existent pas.
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Finalement, pour v ∈ R2\{0},

D(0,v) = lim
t→0

f(tv1, tv2)− f(0)

t
= lim

t→0

v1v2
t(v21 + v22)

est bien défini dans R si et seulement si v1 = 0 ou v2 = 0.

Remarque. En plus des notations f(x1, x2),
∂f
∂x1

et ∂f
∂x2

, les notations f(x, y),
∂f
∂x et ∂f

∂y sont souvent utilisées. Voir par exemple les §13.1.3 et 13.1.4 dans
[DZ].

5.2 Exemple 2

Soit la fonction f : R2 → R définie par

f(x1, x2) =


0 si x = 0,
x1x

2
2

x21 + x42
si x ∈ R2\{0} .

Remarquons que f n’est pas continue en 0 car

lim
t→0

f(t2, t) = lim
t→0

t2 · t2

t4 + t4
=

1

2
6= 0 = f(0).

Donc f n’est pas dérivable en 0. Son gradient ∇f(x1, x2) est bien défini en
tout x ∈ R2\{0} et

∇f(x1, x2) =


x22(x

2
1 + x42)− 2x21x

2
2

(x21 + x42)
2

2x1x2(x
2
1 + x42)− 4x1x

5
2

(x21 + x42)
2

 =


x22(−x21 + x42)

(x21 + x42)
2

2x1x2(x
2
1 − x42)

(x21 + x42)
2

 .

Puisque ∂f
∂x1

et ∂f
∂x2

sont continues en tout point de l’ouvert R2\{0}, f est

dérivable sur R2\{0}. En a = 0, les dérivées partielles existent :

∂f

∂x1
(0) = lim

t→0

f(t, 0)− f(0, 0)

t
= lim

t→0

1

t

(
t · 02

t2 + 04
− 0

)
= 0

et de même
∂f

∂x2
(0) = 0,

d’où ∇f(0) = 0. Par contre observons que

lim
t→0

∂f

∂x1
(t, t) = lim

t→0

t2(−t2 + t4)

(t2 + t4)2
= −1 6= 0 =

∂f

∂x1
(0).
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Plus généralement, pour tout v ∈ R2\{0}, la dérivée de f en 0 suivant v
existe :

D(0,v) = lim
t→0

1

t

(
(tv1)(tv2)

2

(tv1)2 + (tv2)4
− 0

)
= lim

t→0

v1v
2
2

(v1)2 + t2v42
=
v22
v1
∈ R

si v1 6= 0 et, si v1 = 0,

D(0,v) = lim
t→0

1

t

(
(t · 0)(tv2)

2

(t · 0)2 + (tv2)4
− 0

)
= 0.

En posant D(0,0) = 0, l’application v → D(0,v) n’est clairement pas
linéaire en v ∈ R2 dans cet exemple. De plus, pour v ∈ R2\{0}, la relation
D(0,v) =< ∇f(0),v > n’est valable que si v1 = 0 ou v2 = 0.

6 Fonctions à valeurs dans Rm

Soit f : E → R avec E ⊂ Rn ouvert. Si le gradient de f est défini en tout
a ∈ E, la fonction gradient

a→ ∇f(a)

est un exemple d’une fonction définie sur E et à valeurs dans Rn. En parti-
culier, dans le premier exemple ci-dessus, le gradient

∇f(x1, x2) =


(0, 0)T si x = 0,(
x2(−x21 + x22)

(x21 + x22)
2
,
x1(x

2
1 − x22)

(x21 + x22)
2

)T

si x ∈ R2\{0} ,

est une fonction à valeurs dans R2.

Plus généralement, le but est maintenant d’étudier les fonctions à valeurs
dans Rm, où m ≥ 1 est un entier quelconque, dans le même esprit que les
considérations précédentes sur les fonctions à valeurs dans R.

Soient des entiers m,n ≥ 1, E ⊂ Rn (ouvert) et une fonction quelconque
f : E → Rm. Ecrivons, pour tout x ∈ E,

f(x) =

 f1(x)
...

fm(x)

 ∈ Rm ,

où fi : E → R pour i = 1, . . . ,m.
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6.1 Définitions : dérivée partielle, dérivée suivant un vecteur

On dit que f admet une dérivée partielle au point a ∈ E si chacune des
fonctions fi admet une dérivée partielle au point a. Une dérivée partielle de
f est notée par un vecteur colonne :

∂f

∂xj
(a) =


∂f1
∂xj

(a)
∂f2
∂xj

(a)
...

∂fm
∂xj

(a)

 .

Pour un vecteur v ∈ Rn\{0}, la dérivée (directionnelle) de f en a suivant v
est le vecteur colonne noté par Df(a,v) ou ∂f

∂v (a) et défini par

Df(a,v) =
∂f

∂v
(a) =


Df1(a,v)
Df2(a,v)

...
Dfm(a,v)

 .

Lorsque ||v|| = 1, on dit aussi dérivée dans la direction v.

Remarquons que

Df(a,v) =


∑n

j=1
∂f1
∂xj

(a)vj
...∑n

j=1
∂fm
∂xj

(a)vj

 =

n∑
j=1

vj
∂f

∂xj
(a)

pour tout v ∈ Rn\{0}.

6.2 Définition : différentielle

La notion de différentielle se généralise facilement. Soient E ⊂ Rn, f : E →
Rm et a ∈ E.

On dit que f est dérivable au point a ou différentiable au point a s’il existe
une application linéaire La : Rn → Rm et une fonction r : E → Rm telles
que

∀x ∈ E f(x) = f(a) + La(x− a) + r(x)

et

lim
x→a

1

||x− a||
r(x) = 0.

Il y a au plus une application linéaire La : Rn → Rm vérifiant cette condition.
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Lorsque f est différentiable en a, cette application linéaire La est appelée la
différentielle de f au point a. On utilise les notations suivantes pour La :

La = df(a) ∈ L(Rn,Rm).

6.3 Proposition

Soit f : E → Rm et a ∈ E ⊂ Rn. Alors f est dérivable en a si et seulement
si fi est dérivable en a pour tout i ∈ {1, . . . ,m}. Dans ce cas, en notant

La = df(a) ∈ L(Rn,Rm) et Li,a = dfi(a) ∈ L(Rn,R)

pour i ∈ {1, . . . ,m}, on a

La(v) =

L1,a(v)
...

Lm,a(v)

 =

Df1(a,v)
...

Dfm(a,v)

 = Df(a,v)

pour tout v ∈ Rn\{0}.

Remarque. Il découle de cette proposition que la différentielle La ∈ L(Rn,Rm)
est unique si elle existe, comme ceci a déjà été mentionné.

6.4 Matrice et déterminant de Jacobi

Comme Rn et Rm sont munis des bases canoniques, à toute application
linéaire L : Rn → Rm est associée une matrice à m lignes et n colonnes.
Plus précisément, la j-ième colonne de cette matrice est constituée des m
composantes du vecteur L(ej) relativement à la base canonique de Rm.

En particulier, si f : E → Rm est dérivable en a ∈ E ⊂ Rn, on peut
considérer la matrice associée à La = df(a). Sa j-ième colonne est

La(ej) =

L1,a(ej)
...

Lm,a(ej)

 =


∂f1
∂xj

(a)
...

∂fm
∂xj

(a)

 ,

c’est-à-dire, la j-ième dérivée partielle de f en a.

Ceci conduit à la définition suivante.

La matrice de Jacobi ou matrice Jacobienne de f (ou de f1, . . . , fm) au point
a est la matrice notée

Df(a) ou Jf (a)

définie par
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Df(a) = Jf (a) =


∂f1
∂x1

(a) ∂f1
∂x2

(a) . . . ∂f1
∂xn

(a)
∂f2
∂x1

(a) ∂f2
∂x2

(a) . . . ∂f2
∂xn

(a)
...

...
...

∂fm
∂x1

(a) ∂fm
∂x2

(a) . . . ∂fm
∂xn

(a)

 .

Elle a m lignes et n colonnes. Sa i-ème ligne est(
∂fi
∂x1

(a) . . . ∂fi
∂xn

(a)
)
,

qui est la transposée du vecteur colonne ∇fi(a) :(
∂fi
∂x1

(a) . . . ∂fi
∂xn

(a)
)

= ∇fi(a)T

(1 ≤ i ≤ m). Si f est dérivable en a, observons que, pour tout v ∈ Rn\{0},

Df(a,v) =


Df1(a,v)
Df2(a,v)

...
Dfm(a,v)

 =


〈∇f1(a),v〉
〈∇f2(a),v〉

...
〈∇fm(a),v〉

 = Df(a)


v1
v2
...
vn

 .

Lorsque m = n, le déterminant

det Df(a) = |Df(a)| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂f1
∂x1

(a) ∂f1
∂x2

(a) . . . ∂f1
∂xn

(a)
∂f2
∂x1

(a) ∂f2
∂x2

(a) . . . ∂f2
∂xn

(a)
...

...
...

∂fn
∂x1

(a) ∂fn
∂x2

(a) . . . ∂fn
∂xn

(a)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
est appelé le déterminant de Jacobi ou le Jacobien de f (ou de f1, . . . , fn)

au point a. Il est noté aussi
D(f1, . . . , fn)

D(x1, . . . , xn)
(a) :

D(f1, . . . , fn)

D(x1, . . . , xn)
(a) = det Df(a) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂f1
∂x1

(a) ∂f1
∂x2

(a) . . . ∂f1
∂xn

(a)
∂f2
∂x1

(a) ∂f2
∂x2

(a) . . . ∂f2
∂xn

(a)
...

...
...

∂fn
∂x1

(a) ∂fn
∂x2

(a) . . . ∂fn
∂xn

(a)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

6.5 Fonction composée et matrices de Jacobi

On notera par Mm,n(R) les matrices à coefficients réels possédant m lignes
et n colonnes.
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Enoncé.

Soient un sous-ensemble ouvert A ⊂ Rn, une fonction g : A→ Rp, un sous-
ensemble ouvert B ⊂ Rp tel que g(A) ⊂ B et une fonction f : B → Rq. La
fonction composée f ◦ g : A→ Rq est donc bien définie.

Soient encore a ∈ A et b = g(a) ∈ B tels que g est dérivable en a et f est
dérivable en b.

Alors f ◦ g est dérivable en a,

d(f ◦ g)(a) = df(b) ◦ dg(a), où b = g(a),

et la matrice de Jacobi D(f ◦ g)(a) ∈ Mq,n(R) est le produit matriciel des
matrices de Jacobi Df(b) ∈Mq,p(R) et Dg(a) ∈Mp,n(R) :

D(f ◦ g)(a) = Df(b) ·Dg(a), où b = g(a).

Si de plus n = p = q, alors on obtient la relation suivante pour les déterminants
de Jacobi :

|D(f ◦ g)(a)| = |Df(b)| · |Dg(a)| où b = g(a).

Démonstration. Nous noterons par y l’argument variable de la fonction g
et par x celui de la fonction f . Ecrivons La = dg(a) et Lb = df(b). Les
applications La : Rn → Rp et Lb : Rp → Rq étant linéaires, leur composée
Lb ◦ La : Rn → Rq est aussi une application linéaire. Vérifions que

∀y ∈ A f(g(y)) = f(g(a)) + Lb(La(y − a)) + r(y)

et

lim
y→a

1

||y − a||
r(y) = 0

pour une certaine fonction r : A→ Rq.

Par hypothèse, il existe des fonctions rg : A→ Rp et rf : B → Rq telles que

∀y ∈ A g(y) = g(a) + La(y − a) + rg(y),

lim
y→a

1

||y − a||
rg(y) = 0

∀x ∈ B f(x) = f(b) + Lb(x− b) + rf (x)

et

lim
x→b

1

||x− b||
rf (x) = 0.
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On a pour tout y ∈ A

f(g(y)) = f
(
g(a) + La(y − a) + rg(y)

)
= f(b) + Lb

(
La(y − a) + rg(y)

)
+ rf (g(y))

= f(g(a)) + Lb(La(y − a)) + Lb(rg(y)) + rf (g(y)).

En posant
r(y) = Lb(rg(y)) + rf (g(y)),

on obtient bien

lim
y→a

1

||y − a||
r(y) = 0.

En effet, pour tout y ∈ A\{a},

||La(y − a)|| =

∥∥∥∥∥∥∥
< ∇g1(a),y − a >

...
< ∇gp(a),y − a >


∥∥∥∥∥∥∥ =

(
p∑

i=1

(< ∇gi(a),y − a >)2

)1/2

Cauchy-Schwarz
≤

(
p∑

i=1

||∇gi(a)||2||y − a||2
)1/2

=

(
p∑

i=1

||∇gi(a)||2
)1/2

||y − a||,

||Lb(rg(y))||
||y − a||

=
1

||y − a||

∥∥∥∥∥∥∥
< ∇f1(b), rg(y) >

...
< ∇fq(b), rg(y) >


∥∥∥∥∥∥∥

≤ 1

||y − a||

(
q∑

i=1

||∇fi(b)||2||rg(y)||2
)1/2

=

(
q∑

i=1

||∇fi(b)||2
)1/2

||rg(y)||
||y − a||

et

||rf (g(y))||
||y − a||

=

 0 si g(y) = g(a) = b,
||rf (g(y))||
||g(y)− b||

||g(y)− g(a)||
||y − a||

si g(y) 6= b,

=

 0 si g(y) = g(a) = b,
||rf (g(y))||
||g(y)− b||

||La(y − a) + rg(y)||
||y − a||

si g(y) 6= b,

≤


0 si g(y) = g(a) = b,

||rf (g(y))||
||g(y)− b||

( p∑
i=1

||∇gi(a)||2
)1/2

+
||rg(y)||
||y − a||

 si g(y) 6= b.

Ceci prouve que f ◦ g est dérivable en a et d(f ◦ g)(a) = Lb ◦La. La théorie
générale des matrices et déterminants assure finalement que

D(f ◦ g)(a) = Df(b) ·Dg(a)
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(produit matriciel) et, lorsque n = p = q,

|D(f ◦ g)(a)| = |Df(b)| · |Dg(a)|

(produit de deux déterminants).
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