ANALYSE I (G. Favi) Sciences et Technologies du Vivant EPFL

Exercices — Corrigé 7

Exercice 1. [Suites récurrentes et Suites de Cauchy]

Déterminer si les suites suivantes sont de Cauchy ou non. Calculer leur limite dans Paffirmative.

1) Tpy1 = xn+—p0urt0utn>Oet xg = 0.

i)
11) xn+1—w pour tout n >0 et g =a e R.
iii) Zp41 = /22, pour tout n>0 et zo = 1.
iv) xn+1—w + 1 pour tout n >0 et ¢ =0.

Solution: Pour certains points de cet exercice nous utiliserons le critere suivant qui donne une condition
suffisante pour qu’une suite soit de Cauchy:

Soit (z,,) une suite numérique telle qu’il existe 0 <A< 1 et ¢ >0 avec |xp1 — Tp| < A, Alors (x,,) est une
suite de Cauchy (et donc convergente).

i) Pour tout n > 1 on calcule |z,41 — x| et on trouve

| | 4 1 (4 1) 4|
Tp+l =~ Tn| = |TTnt = —(TTp-1+ 7)== =|Tn — Tn-1
5 5 5 5 5
. . n
Ainsi, pour tout n > 1 on a |zp41 — Tp| = (%) |z1 — 20| Comme x1 —xo = 21 = % on conclut que

n . . . N .
|Tpe1 — xn] = g : (é) pour tout n > 0. Ainsi la suite est de Cauchy par le critere ci-dessus.

5

Pour trouver sa limite on résoud I'équation x = —L +F L et on trouve lim z,=x=1

n—+oo

ii) On remarque que la suite s’écrit z,, = a?" (et on le prouve par récurrence). Ainsi, si
est non bornée et donc elle ne peut pas étre de Cauchy. Si |a| = 1 alors la suite est constante & partir

N . . . . . n
de n =1 c’est donc une suite de Cauchy et sa limite vaut 1. Si |a| < 1 alors la suite z,, = a® converge

vers 0, elle est donc de Cauchy.

iii) Observons d’abord que 1 < x;,, < 2 pour tout n € N (se démontre par récurrence). Ensuite, pour tout
n € N on calcule |x,+1 — 2, et on trouve

<2 = |
Tp —Tn-1|= ——=|Tn — Tn-
NG 1 NG 1

2Ty — 20—
|5L'n+1 - 5L'n| = |V 2%y = v 2"L'”_1| = \/W-F \/ﬁ

n n
Done, pour tout n € N on trouve |x,+1 — 2] < (\/Lﬁ) |21 — 20| = (V2 - 1)( ) . Donc la suite est de

Cauchy d’apres le critere ci-dessus. Sa limite se trouve en résolvant ’équation z = \/2z et en tenant
compte des valeurs de la suite. On trouve z =0 ou x = 2 et comme 1 < x,, < 2 pour tout n on en déduit
que z = lim =z, =2.

n—+oo

iv) Ici on observe facilement que la suite est non bornée. Elle n’est donc pas de Cauchy.
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Exercice 2. [Vrai ou Faux (Suites)]

Si (yn) est sous-suite de (x,,) et (z,) est sous-suite de (yy,,), alors (z,) est sous-suite de (x,). ® O

2) Une suite qui vérifie |x,11 — 25| < 107" pour tout n € N est de Cauchy. B O
3) Si nl_l)ril@ |Zp+a — n] = 0 alors (z,) est de Cauchy. 0 ®
4) Une suite géométrique est toujours de Cauchy. 0 X
5) Si (z,,) est de Cauchy et x,, # 0 pour tout n € N, alors (%) est de Cauchy. 0 ®
6) Toute suite constante est de Cauchy. X O
7) Une suite de Cauchy est toujours bornée. X O
8) Une sous-suite d'une suite de Cauchy est de Cauchy. ® O
9) Si (22) est de Cauchy alors (z,,) est aussi de Cauchy. m

10) Si (zy,) est de Cauchy alors nl_lgloo |Zn+k — xn| = 0 pour tout k € N. X D
Solution:

Vrai. Cela découle du fait que la composition de deux fonction strictement croissantes f,g: N — N est
encore strictement croissante.

Vrai. C’est un cas particulier du critere vu dans la solution de I'exercice 1.
Faux. On peut prendre x,, = \/n qui vérifie la condition mais qui est non bornée, donc pas de Cauchy.

Faux. Sila raison r de la suite géométrique vérifie |r| > 1 alors la suite n’est pas bornée et ne peut donc
pas étre de Cauchy.

Faux. Prenons z,, = ﬁ Cette suite est convergente donc de Cauchy. De plus z,, > 0 pour tout n. Par
contre la suite des inverses Ii =n+ 1 n’est pas bornée donc pas de Cauchy.
n

Vrai. Une suite constante est banalement de Cauchy car |z, — x| = 0 pour tous m,n € N.

Vrai. On le montre avec la définition ou on utilise le fait qu’une suite de Cauchy est convergente donc
bornée.

Vrai. Comme une suite est de Cauchy si et seulement si elle est convergente et que tout sous-suite
d’une suite convergente est convergente on en déduit le résultat.

Faux. La suite x, = (=1)" n’est pas de Cauchy (car non convergente) mais son carré l'est car x2 =1
pour tout n.

Vrai. On sait que pour tout € > 0 il existe n. € N tel que si m,n > n. alors |z,, — x,| <. En prenant
m =n+k on obtient que |Z,4r — 2,| < € ce qui montre Passertion.
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Exercice 3. [Séries — QCM calculatoire]

Etudier la convergence et/ou donner la valeur de chaque série ci-dessous

1 > Vk 10 +oom divergeo 0O
k=0

2) 1;1 8" +oo0 divergen % b %D

3) sin(k®)k 1o diverge® +o0O 0O
k=0

1=

N[
O

ad 1
5)Zk2—1 %D %D 3®  divergen
k=2
ad 1
6 T E—— l|Z| 2|:| §|:| +ood
)Zk2+5k+6 2 3 4 o0

k=0

k+2

PRI R — di 100 1w |
& K3+ 5k + 8k +4 rverse e

3
08

+oo O

ol

) L) (k+3)

Solution:

1) Comme x, = &/n est une suite strictement positive et strictement croissante on a que la suite des
sommes partielles tend vers +o0

2) 1l s’agit d’une série géométrique de raison r = % mais qui commence avec k=1. On a donc

> = (1\F 1 8 1
BB () et
k=1 k=0 l-3

3) La suite sin(k®)k ne converge pas vers 0 (Pour s’en convaincre il suffit de remarquer qu’il existe une

infinité d’entiers k& pour lesquels sin(k%) > % par exemple). Donc la série de terme sin(k®)k diverge. Par

[=9)

contre il n’est pas évident de savoir si Z sin(k3)k = +00 ou —oo ou aucun des deux cas n’est possible.
k=0

A ce jour je ne connais pas la réponse!

n 1 1
4) Pour étudier ce genre de série on regarde les sommes partielles s,, = Z (7 - et on remarque
k+1

que cette somme se simplifie:

1 1 1 1 1 1 1
Sp=—m— =t ==+t —= — =1-

Vi V2 V2 V3 Vi Vn+l o i+l

<1 1 1
Donc — = = lim s, = lim 1- =1
];(\/E k+1) n—>+oo n—>+oo ~/n+1
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5) On procede comme ci-dessus et on calcule la suite des sommes partielles. On trouve

1 1& 1 1 1 1 1
() bl a2t
k-1 k+1 2 5\k-1 Ck+1 2 2 n n+l

13 1 13

1

k=2 k=2

> 1, 3

Donc =1 n=—(1l+=)=-.

on(‘kz::lkz_l lim s ( 5) =1
6) On a que Z ! ! en effet la somme partielle aut
‘ ——————=—e€n , la somme partielle s, vau

B k2 +5k+6 2 P
"’ 1 '”' 1 21 11 1

,;]k2+5k+6:k=(](k+2)(k+3) :§Jk+2_k+3_2 n+3

7) On regarde les sommes partielles encore une fois et on trouve

5 k+2 5 SR SN SR
i k3 +5k2+8k+4 =0(k+1)(k+2) k:=0(]f+1) (k+2) = n+2

s k+2
D -
one Z 4 kB +5k2+ 8k +4

8) On calcule la somme partielle s,, et on trouve (si n > 3)
13

& 1 1 1 1 1
Sp = Z Z( ) I+=+-— - - —
k(k+5) = k+3 2 3 n+l n+2 n+3

ad . 1 1 11
On obtient donc ) . l+=+=-=—
= k(k+3) 2736
Exercice 4. [Vrai ou Faux (Séries)]
vV F
1) La série Y. 1% converge X O
oo 9k—1
2) La série ). ——- converge X O
i 10
L 3F-1 1
3) aserlekzg) +2_k converge m
4) La série 3" (-1)F 2 bsol
) La série ];1(— ) 52 converge abso ument B O
5) La série Z( 1)k (Sk 1) converge absolument 0 ®
k-1
6) La série Z M converge B O
k=2
7) La série ). converge X O

= 5k + 57k
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8) La série ). (+—000) converge absolument X O
2\ 2k - 1000
9) La série ). ( k2+2- k) converge O ®
k=0
0) La série »_ (1 - cos( T )) converge B O
=0 E+1
1) La série ) — converge 0 ®
=k
2) La série . T— converge B O
k=0 9" T 3T
3k
Vk
13) La série Z +5- Vk converge ® O

k=1

Solution:

1) Vrai. Il s’agit ici d’'une série géométrique de raison r = % <1 donc (absolument) convergente.

2) Vrai. Si on multiplie cette série par 9 on trouve la série géométrique de raison r = = < 1 d’ot la

10
convergence (absolue).
3) Faux. La série est géométrique de raison r = % > 1 donc divergente

4) Vrai. Nous sommes en présence d'une série alternée du type x,, = (=1)"u, ot u, = n% (et on pourrait
appliquer le critere de Leibniz pour montrer qu’elle est convergente). Or ici nous aimerions vérifier la
convergence absolue. Or on a que = n% et cette derniere série converge (comme établi en classe).

2n+1 .
g”“ et comme lim —— = = # 0 on conclut que la série n’est pas
n—1
n—+oco 3n — 1 3
absolument convergente (elle n’est méme pas convergente par le méme argument.

Faux. Le terme

ot
=

| vaut ici

cos(n-1) |
n’-1 ~In7-1

pour n = 1, on doit donc commencer la somme a n = 2.) Comme la série de terme n% converge (vu en
classe) on en déduit que la série de terme m+1
critere de comparaison de séries.

6) Vrai. On a que 0 < |z,| = | pour tout n > 2 (Remarquez que la suite n’est pas définie

converge aussi. D’ou la convergence de la série par le

: : . . 574 L 2n+1
. N 5 . ¢ hriaa. Tnt1 | _ 57 _ 5 +5
7) Vrai. On applique le critere de d’Alembert pour les séries: on a que e = T oLy = ST Donc
. Tn+1 1 . ;-
lim = — <1 ce qui montre que la série est (absolument) convergente.
n—+eo | 1, 5
n + 1000 1 ..
8) Vrai. On utilise le critere des racines: On a que hmbup Vlzn| = limsup an—1000l = 3 <1 dou la
n—+o0o —

convergence (absolue) de la série.

9) Faux. On regarde :L'n = n2 +2-n= 2i2+ et on constate que, pour n >2 on an?+2 < (n+1)% Par
n
conséquent x,, > 2n+1 > o—. Comme la série harmonique diverge, par le critéere de comparaison la série

en question diverge aubm.
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10) Vrai. On a

T (1) T (2) ™ ’ 2 w2 1
‘1—005(—)‘ Dogin?[ )< 2 - <
n+1 2(n+1) 2(n+1) 2(n+1)2 2 n?

ol on a utilisé la trigonométrie en (1) et 'inégalité sinz <z pour x > 0 en (2).

=<} =<}
s s T s
Comme la série Z — converge, la série Z (1 - cos( T )) converge (absolument) par le critere de
n=1"T n=1 n+

comparaison.

11) Faux. On a que x,, = % > % pour tout n > 1 et donc cette série diverge par le critere de comparaison

(vu que la série harmonique diverge).

12) Vrai. On écrit xy, = 3,€+31+1 — = ff;ﬂz) et on utilise le critere du quotient pour trouver
3k
Tpea  3P(3%+2) 32241 1(32F4+2)(3%*2 4 1)
zip 3%k 41 3RHI(32k42.42)  3(32k 4+ 1)(32k+2 4 2)
T 1
En prenant la limite lorsque £ — oo on trouve klim A= 3 < 1 ce qui montre que la série est
—>+oo | T

(absolument) convergente.

13) Vrai. Ici aussi il faut commencer la série par k = 1. On procéde comme suit. On a pour tout k > 1

VE+5-VE 5 . 5 51
k Ck(VE+5+VE)  k(VE+VE) 2k

* VEk+5-Vk
Par le critere de comparaison, la série Z _

0

1
TP converge.

gk

converge (absolument) car

k=1 k k=1
oo 1 n
Ceci se démontre comme pour le cas de la série Z ﬁ: la suite des sommes partielles s,, = Z P=TE] est
k=1 k=1
croissante et bornée car . . . .
$n = 1+ (23/2 t e ) + (43/2 N ) +
1 1
<1+22(23T+@+...) )
<1+ 525 (1+ 535 + ):1+ES”

et donc s, <
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Exercice 5. [QCM théorique]

a)

La suite z,, = COS(%Tn) possede

O aucune sous-suite convergente

O exactement 7 sous-suites convergentes.

O un nombre fini de sous-suites convergentes.
® une infinité de sous-suites convergentes.

Soit (z,) une suite numérique positive telle que Z xk < 2. Alors
k=0
O Pour tout k € N on a xx < 2%

O On a que lim =z, =2.
n—>+00

® On a que Z x] < 128.
k=0

=]
O La série . x; diverge.
k=0

Soient (2, ), (yn) deux suites numériques telles que »_ zy et Y. yj, divergent. Alors
k=0 k=0

=<}
O La série Z Ty diverge.
k=0

(=)
O La série Z Ty + yi diverge.
k=0

® Les séries Z axy et Z By divergent pour tous a, 3 € R*.
k=0 k=0

O La série Y (azy + Byx) diverge pour tous o, 3 € R*.
k=0

Solution:

2)

La suite z,, = COS(%) possede une infinité de sous-suites qui sont constantes a partir d'un certain
moment (et donc convergentes). Pour le voir on considére un entier p > 0 et on construit une sous-suite
Ty, de z,, de la fagon suivante. On pose ny =k si k < 7p et ny = Tp+7(k—"7Tp) si k > Tp. Dans ce cas, on
voit que la sous-suite ainsi construite possede les mémes termes que z,, jusqu’au 7p-eéme terme et elle
est constante (égale a 1) a partir de ce moment. Pour chaque valeur de p la sous-suite ainsi construite
est différente de la sous-suite construite avec p’ # p.

=<}
Comme Z xr < 2 par I'inégalité triangulaire et le fait que x; > 0 on voit que la somme partielle s,
k=0

7
n n

vérifie s, = Z zp < Z rp ) <27 =128
k=0 k=0

=<} oo
a bonne réponse est la troisieme puisque, si axy converge, alors T converge aussi. ur les ¢
La bonne réponse est la troisieme puisque, Z r converge, alo cho erge a Pour les 3
k=0 k=0
autres options on peut trouver des contre-exemples.
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Exercice 6. [Séries & parametre]

Etudier la convergence des séries suivantes en fonction de c € R:

1)

2)

3)

4)

oo k
Z( < ) ouc#1.
o \l-c

kc*

[z

k!
Kk

0 IMe I3

E
I}
(=)

Solution:

1)

o k
= . S, c .
La série géométrique Z ( ) converge (absolument) < 1‘T(| <l < ¢c< %

k=0 \ L€
Remarque: On pourrait aussi utiliser le critere de la racine et puis traiter le cas ou le critere de la racine

ne permet pas de conclure (limite = 1) séparément. En effet, quand ﬁ| =1 & c= %, on a la série

Z 1™ qui diverge.
n=1
Pour ¢ =0 la convergence est évidente et on peut supposer que ¢ # 0. Alors
k+1
= lim cl | =|cl,
i (2 1el) = o

ce qui nous permet de conclure, grace au critére de d’Alembert, que la série converge (absolument) si
o] < 1 et qu'elle diverge si || > 1. Si ¢ = £1, la série diverge.

Th+1
s

lim

k—oo

Pour ¢c=2k+1 avec k€N, on a |(sin(%))”| =1 pour tout n € N* et donc la série diverge.

Pour ¢ # 2k + 1 avec k € N, on a par le critere de la racine

lim /|a,| = sin(%)‘ <1,

n—oo
et donc la série converge (absolument) et sa somme vaut (c’est une série géométrique de raison r =

sin( %)) ~ . 1
L(6(3)) e

2

Pour ¢ =0, la série converge et est égale a zéro. Soit ¢ # 0. En utilisant le critere de d’Alembert, on a

CTL+1(n + 1)[ n" ) n n
. = lim |c-
n—oo n+1

(n+ 1)+l cnnl
Ainsi la série converge (absolument) si || < e et elle diverge si |c| > e (et on obtient aucune information
si|c| = e).

lim |ZntLl Codd e

n—oo

= lim

n—oo

)

Ln

Si ¢ = e, la suite des valeurs absolues (|z,|) est croissante:

e
|5L'7L+1| = |=Ln| BN > |‘Ln|
(1+3)
n
. 1\" A
car la suite b,, = (1 + ;) croit vers e.
Comme |z1] = || = ¢, il s’en suit que lim x, # 0. Le critére nécessaire pour la convergence d’une série
n—oo

n’est donc pas satisfait et la série diverge.
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