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Cinquieme partie :
Chapitres spéciaux de mécanique analytique
et de relativité restreinte

Mécanique analytique :
- coordonnées généralisées
- formalismes de Lagrange (et Hamilton)

Mécanique relativiste :
- postulats de la relativité restreinte d'Einstein
- transformation de Lorentz
- cinématique et dynamique relativiste

Buts :

- acquisition d'outils supplémentaires pour la résolution de problemes
plus complexes . , . :
(mécanique classique des systemes matériels avec contraintes)

- sensibilisation aux principes et phénomeénes de relativité restreinte
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La mécanique lagrangienne

mécanique analytique, formalisme lagrangien

+  Simplement une reformulation tres générale des équations du
mouvement de la mécanique newtonienne classique, aboutissant aux

équations de Lagrange :

totalement équivalente a la description de Newton, c-a-d| F =ma
donc, pas de nouveau concept fondamental

- Avantages:

EPFL - GM

permet une approche systématique de tous les problemes de la
mécanique (et méme plus !), aussi difficiles soient-ils

apporte une simplification pour la détermination de mouvements
complexes, en particulier dans le cas de plusieurs points matériels
ou solides soumis a des contraintes (forces de liaisons)

Démos ; Résonance entre deilx pendules # 67 ; Pendules coyplés # 769

permet de travailler avec n'importe quel type de coordonnees
(pas seulement cartésiennes, cylindriques ou sphériques)

permet de se débarrasser des forces de liaison inconnues et
auxquelles on ne s'intéresse pas forcément

élimine les vecteurs et donc la nécessité de faire des projections



CHAPITRE 22

INTRODUCTION A LA MECANIQUE
ANALYTIQUE

[’étude des systemes avec liaisons (sect. 12.6) a montré qu’il fallait
commencer par €liminer des équations de Newton les forces de liaison (in-
connues), de maniere a obtenir des €quations différentielles dans lesquelles
seules les forces appliquées (connues) apparaissent. Ayant trouvé 1’évolution,
les €quations de Newton permettent ensuite de calculer les forces de liai-
son. Cependant, nous avons vu qu’un tel programme est souvent laborieux.
La mécanique analytique que nous allons esquisser dans ce dernier chapitre
est une approche de la mécanique qui traite les liaisons de facon simple et
systématique. Cette méthode permet d’obtenir immédiatement les équations
d’évolution en fonction des forces appliquées uniquement ; les liaisons sont in-
troduites de maniere « automatique » dans le formalisme, ce qui présente un
grand avantage pour la résolution des probleémes.

G & B p. 645
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De plus, la mécanique analytique est le formalisme le mieux adapté a 1’étude
des propriétés générales du mouvement dans ’espace de phase. C’est par
exemple ’approche utilisée pour comprendre 1’apparition du chaos a partir
d’équations déterministes.

Mentionnons également que, conceptuellement, les idées de la mécanique
analytique sont satisfaisantes pour le physicien. En effet, ce formalisme est
basé€ sur des principes variationnels (§ 22.1.7) appréciés en physique parce
qu’ils font ressortir des propri€tés globales et permettent de tirer profit des
symétries.

Remarquons pour terminer que la mécanique analytique est I’outil néces-
saire pour la mécanique statistique, la mécanique quantique et la théorie des
champs.

G & B p. 645
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Rappel de définitions

On appelle coordonnées généralisées tout ensemble de k grandeurs

4qys ---» q;) tel que la donnée de (g, ..., g, t) détermine univoquement
la position du systeme a I’instant ¢

Si les k coordonnées généralisées sont des variables indépendantes, et

s’il est possible de les faire varier de facon indépendante, on dit que le
systeme est holonome a k degrés de liberté.

G & B pp. 68-69
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Commencons par un cas particulier simple ... PR b, o « Xcelerator »

COASTERIMAGE.COM

©2003 Y & Knott’s BCI‘I’Y Farm

Systemes conservatifs = & Buena Park, CA, USA
a un degré de liberté

* g = variable spécifiant I'état du
systéeme a chaque instant

- Exemple : distance parcourue depuis
le point de départ du « Xcelerator »

*  Quelle est I'évolution du systeme, B
c'est-a-dire I'équ. diff. pour q(t) ? o4 A

*  Méthode de Lagrange :

dodL _dL _
dt 0q dq

L =L(q,q) =T -V =lagrangien du systeme

ou 4 T =énergie cinétique du systeme il suffit donc de déterminer le
iy . olle d N lagrangien, puis de résoudre
L V= energie potentielle du systeme I’équation de Lagrange ...

EPFL - GM 7
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Exemples trés simples (Lagrange)

Mouvement rectiligne sous I'action d'une force conservative
q = position X

?9]('] = %]; =mX = quantit€¢ de mouvement p
L=T-V=im’-V(x) = |,
2 L _ oL _ _ 0V _¢ce F
| 0q 0x 0X
d oL _ oL _ dP_F_0 (2eme lo
390 o -0 = i F =0 (2eme loi de Newton) o
Pendule simple de longueur r dans un plan vertical '
q = angle 6
| %L — 9L _ 1120 = moment cinétique mg
L='mr’®’ +mgrcosd = 4°9 9 Y
— = @—@——m r sin® = moment de force M
T -V 9g "o " -

dJL _dL _ d (o 20) - s L
dt aq ~ aq 0 = at (mr 6) M =0 (théoreme du moment cinétique)

= é+§sin6 =0
GM



Perle sur un collier parabolique

+ Loi de Newton (projetée sur axes u et v) : y y=bx?
. . —mgsino = m(Xcosa +ysina) (1) v 4
R+mg=ma = {R —mgcosa. =m(-Xsina +§cosa) (2) | R \/\4 u
2 \ L
avec tgo = dy _d(bx7) _ 2bx et ¥ =2bxX, § =2bxx +2bx’ m P
dx dx B
(1) = -gtgo =%+ytgo =%+(2bxxk +2bx”)2bx : o
= —2bgx=%X(1+4b’x*)+4b’xx" O > X
Mgv
- Méthode de LOQI"G"QQ - pas de vecteurs a projeter sur des axes

qu’il faudrait choisir judicieusement

- 2 2 - .
coordonnées x et Y - pas de force de liaison a considérer

avec contrainte : y = bx?
- un seul degré de liberté, on choisit q = x

T= ;m(x2 +y2) et V=mgy
L(x,%) =T -V =1m(x* +(2bxx)’) - mgbx” = 1mx*(1 +4b’x") - mgbx’

L _ mx(1+4b%x?) doL _dL _y
., JoX dt 0x 0x
%1; =4mb’x°x -2mgbx  X(1+4b’x*) +8b’xx* — 4b’xx” + 2bgx =0
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Machine d' Atwood

Machine d'Atwood

Surcharge ®5g (10g U 25¢g Commentaires :

Principe de la machine :
On considére le systéme ci-contre (machine d'Atwood). Deux masses
identiques M sont reliées par un fil inextensible passant sur une poulie de
rayon R et de moment d'inertie I. A 1'instant t initial, on place sur la masse
de droite une surcharge m.
Comme les vitesses sont faibles, le frottement de 1'air peut étre négligé.
Les équations du systéme sont :

- o e T-Mg=My (fil de gauche)
e M+m)g-T =M+m)y (fil de droite)
e Id?0/d2 = (T'- T)R (poulie)

Mg (WH+m)g

SiIest négligeable, alors T = T' et y = mg/(2M + m).

Ce dispositif permet I'étude de la chute des corps avec une valeur faible de I'accélération.

L'applet :

Les cases a cocher permettent de modifier la valeur de la surcharge.

Toutes les 0,5 s, on trace un marqueur donnant la position (en cm) de la masse de droite.
On suppose que les deux masses M valent 0,5 kg.

Vérifiez que le mouvement des deux masses est uniformément accéléré.

i|— Retour au menu "mécanique".

http://www.univ-lemans.fr/enseignements/physique/02/meca/atwood.html

EPFL - GM
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Machine d' Atwood

Deux points matériels reliés
par un fil passant sur une poulie :

- fil souple, sans masse,
ne glissant pas sur la poulie

- pas de frottement sur I'axe de la poulie

Un seul degré de liberté :
- Coordonnées : x;, X,, 0
X, +X, =¢ =constante
- Contraintes : X
w=0=-"

R
- On choisit: g=x;=x

b A

AR |

\2
X

—1 -2 ;1 22 1 2 1 -2, 1(1 2 1 1 -2
T=!mx +imX; +lIw° = 1(m, +m,)x +2(2MR )(R) —2(m1+rn2 +2M)X

V =-mgx, -m,gx, =-m,gx - ng(f B X) = (mz - ml)gx —m,g /!

L(x,x) =T-V =1(m, +m, +1M)x* - (m, - m, )gx +m,g/

doJL _dL =(m, +m, +sM)X+(m, -m))g=0 = X=

dt 0x 0x
EPFL - GM

m, —m,
g
1
m, +m, +,M
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Contraintes et forces de liaison

Systeme de N points matériels (o = 1,..N) soumis a des contraintes
(géométriques) connues qui limitent son mouvement :

- on peut toujours remplacer les contraintes par N forces de liaison, R,
inconnues a priori, mais s'exergant sur les points du systéme de sorte a
ce qu'il obéisse en tout temps a ces contraintes

Déplacement virtuel compatible avec les contraintes :

- tout déplacement du systeme que I'on pourrait imposer (par une action
extérieure) en respectant les contraintes qui existent a un instant donné

Condition des travaux virtuels :

N _
= = . |R_ =force de liaison s'exercant sur le point o
R, -0f, =0|ou { ¢ . s bOT

a ot,, o =1,...,N: déplacement virtuel compatible

o=1

- oh ne considérera que des liaisons qui respectent cette condition
(liaisons parfaites), c'est-a-dire telles que la somme des travaux
est nulle pour tout déplacement virtuel compatible

EPFL - GM 12



Contraintes et forces de liaisons (2)

Exemples : R

- un seul point matériel contraint a rester sur une surface ;

* la condition des travaux virtuels exprime que la force
de liaison est perpendiculaire a la surface

- systeme de deux points matériels P, et P,
contraints a rester a une distance fixe I'un de p,
I'autre (par une tige rigide, par exemple) : R, R,

—

Rf = —1}1 =13araliele a Ple .(361/116 loi) — R,-OF +R, - OF =0
0T, =0f, +0¢ A PP, (solide indéformable)
Différence entre déplacement virtuel et déplacement réel :

- point matériel sur une trappe s'ouvrant R
a vitesse constante : 6(t) = ot =~ e

* OF =déplacement virtuel compatible au temps t
e dr =7 (t +dt) - r(t) = déplacement réel entre t et t +dt

EPFL - GM 13



12.6.2 Classification des liaisons

Considérons un systeme décrit par les coordonnées généralisées (q,, ..., q;),
c’est-a-dire que pour tout point matériel P_, on a

(o)

X9 =x94q,, ..., q, 1). (12.93)

Le systeme est dit holonome a k degrés de liberté s’1l peut étre décrit par
k coordonnées généralisées {g, }, telles que les {g;, g, } sont des variables
indépendantes, c’est-a-dire s’il n’existe aucune condition entre ces 2k
variables.

Si les 2k variables {g;, g;} ne sont pas indépendantes, on dit qu’il existe
des liaisons.

G & Bp. 351

EPFL - GM
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On distingue deux types de liaisons.

Les liaisons unilatérales sont des liaisons définies par des conditions qui
s’introduisent — ou qui cessent — brusquement au cours du temps : particule a
I’intérieur d’une enceinte, point matériel attach€ a un fil souple, skieur sur un
tremplin (§ 12.6.4). Ces liaisons s’expriment généralement au moyen d’inéga-
lité€s

gy, s g 445 -5 G, 1) 2 0. (12.94)

Les liaisons bilatérales sont des liaisons qui persistent au cours du temps ;
elles s’expriment par des fonctions, appelées équations de liaison, de la forme

F2Gy, s @ Gys oo @i 1) =0, v =1, ..., m. (12.95)

6 & B p. 351

EPFL - GM
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Siles 2k variables {g;, g;} sont soumises a des liaisons bilatérales, on pourra
chercher s’il existe (k — m) nouvelles coordonnées {g }} telles que le systeme
soit holondme a (k — m) degrés de liberté.

Le cas le plus simple est celui ol I’€quation de liaison (12.93) ne dépend pas
des variables {g;}, soit

f(v)(ql’ sesy qks t) - 0 (1296)

De telles liaisons sont dites holondémes; elles permettent de diminuer le
nombre de coordonnées généralisées.

Par exemple, dans le cas du pendule plan, en choisissant les coordonnées
cartésiennes (x, y, z),on aura les liaisons holondmes

x=0 et x*+y*4+7z2=1¢2

Au contraire, en choisissant les coordonnées polaires dans le plan du mou-
vement, il suffira d’une seule coordonnée 6 et {0, 6} sont des variables

indépendantes : le systeme est holondme a 1 degré de liberté.
6 & B p. 351

EPFL - GM
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Remarquons que I’équation de liaison (12.96) peut s’écrire sous la forme

k
3f(v) 3f(v)
; S — 0. 12097

i=1 1

De facon générale, on introduit I’ hypothése que toutes les liaisons bilaté-
rales s’expriment au moyen d’équations de liaison de la forme

k
Zfi(v)(qls s Gy 1)G; + fo(”)(ql, s Gy £) =0 v=1, ....m
i=1

(12.98)
dont (12.97) est un cas particulier.

G & B p. 352

17



Avec cette hypothese, pour tout intervalle de temps dt infinitésimal, le dé-
placement (réel) (dq,, ..., dq,) a partir de I’état (gq,, ..., q,, ) satisfait les
équations

k
Y Py, s g g+ £y (@) s g DAL =0. (12.99)
=1

et le déplacement (réel) du point matériel P est donné par

dx(@ Xk: 3x(")d N 3x@
X = .
ag. i T o

=1 4

dt. Définition du déplacement réel (12.100)

Une liaison bilatérale de la forme (12.98) est dite intégrable si elle peut
s’écrire sous la forme d’une liaison holonome

Fq,, .., g t) =C (12.101)

Une liaison intégrable permet ainsi de diminuer le nombre de variables,
mais, contrairement a (12.96), C est ici une constante qui peut dépendre des
conditions initiales {g;(0), ¢.(0)}. 6 & B p. 352

EPFL - GM
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On appelle déplacement virtuel compatible a partir de (q,, ..., g, t) tout
déplacement que I’on pourrait imposer au syst¢me en tenant compte des
liaisons telles qu’elles existent a ’instant ¢, c’est-a-dire

8¢, a=1,.., N Sl (12.102)

du déplacement virtuel

Yy

ou les 8¢, sont solutions des équations \\x\ >x
or

dr

k
Zfi(")(q, 1)8q; =0 v=1,.,m (12.103)
i=l1

Ces expressions sont & comparer avec le déplacement infinitésimal réel
qui satisfait les équations (12.99) et (12.100).

Propriété. Si le systéme est a liaisons holondmes indépendantes du
temps, tout déplacement infinitésimal réel est un déplacement virtuel

compatible. 6 &8 p. 354

EPFL - G...



Principe de d'Alembert

2eme loi de Newton appliquée a chaque point a d'un systéeme :

Qﬂl
+
o)
o)
c

—

mi = — R =force de liaison s'exercant sur le point o
a F =résultante des autres forces appliquées sur o

Pour tout déplacement virtuel
compatible avec les contraintes :

N

(md, - F,)- 8%, =0

(0

o=1

Equation de d’ Alembert (1758)
Note :
les forces de liaisons sont éliminées,
par l'introduction des déplacements

Jean le Rond, dit d’ Alembert . . .
1717-1783 virtuels compatibles avec les contraintes

EPFL - GM
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Coordonnées généralisées

La clonglgura‘ngn d'un systéme est décrite X, (t)
par la donnée de N vecteurs positions, — _
c'est-a-dire 3N composantes cartésiennes I () yOﬁgg » a=L...N
ZO!.
Coordonnées généralisées :
ensemble de n variables g;, dont les | ¢ (1) =T (q (t), q,(t) q.(t) t)
a\ 11 ’ 5 **» Mg ’

valeurs a chaque instant t specuflen’r
completement la configuration du systeme

- les gr'andeur's q; peuvent €tre de nimporte quelle nature ;
elles n'ont pas besoin d'avoir la méme dimension !

Exemples (N =1): r sin6 cosq))

- coordonnées sphériques (n=3):  T(t) = T(r(t), 6(t), (1)) = (r sinf sgnq)
I COS

r=distance, 6=angle, ¢=angle

- point matériel sur trappe s'ouvrant a vitesse constante,
coordonnée s = déplacement sur la trappe (n=1) : y

s cos(mt)
r(t) = T(s(t),t) = | s sin(wt)
0

EPFL - GM



Forces généralisées

Déplacement virtuel compatible avec les contraintes quand la

position du systeme passe de {qg;; i=1,.n} a{q, + dq,:i=1,..n}:
ot ot Q0T
OE(t) = “48q, + 4 8q, +...+ 0 8q = % 9q,
OL( ) aql ql aqz q2 aqn qn Zaql ql
gcrl = dérivée partielle de T, par rapport a g; (tous les autres q; fixes)
ou 4 ..
gcrla 0q, = déplacement causé par la variation dq; de q,

N n
Travail des forces: dW = Ef: CSF = E(

- Note: la dimension de Q, est telle

Q. = force généralisée associée a q;
que Q.q; ait la dimension d'une énergie

Si les forces dérivent d'une éneraie potentielle V
N~ T S or S gV Or, oV
Qi — Fa . A — Fa o,k — _ o,k —_0V
; dq; azﬂg : dq; azﬂz aroc,k dq; aq;
EPFL - GM
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Démos : Résonance entre deux pendules (pendule sous pendule) # 67
Degrés de liberté (systemes « mécano ») # 98

D eg r‘és d e I | b e r.TéP TOprIEtes statiques et dynam # 629

* n=nombre minimal de coordonnées généralisées nécessaires
n = 3N si le systeme n'est soumis a aucune contrainte
n < 3N si le systeme est soumis a des contraintes

» Si les n coordonnées peuvent varier indépendamment les unes des autres
sans violer les contraintes,
alors le systéme est dit holonéme a n degrés de liberté

+  Exemples de systémes holonomes :
- cylindre sur trappe s'ouvrant a vitesse constante :
1 degré de liberté (coordonnée s) si roulement sans glissement
2 degrés de liberté (coordonnées s et ¢) si roulement avec glissement
- point matériel sur un cone :
2 degrés de libertés (coordonnées r et ¢, 6 fixé)
- 2 points matériels séparés par une distance constante :
5 degrés de liberté
3 degrés de liberté si les points sont astreints a rester sur la méme sphére
1 degré de liberté si les points sont astreints d rester sur le méme cercle
- 2 pendules, |'un suspendu a 'autre :
4 degrés de liberté
- solide indéformable :
6 degrés de liberté

EPFL - GM 23



Démo : Tabouret tournant (roue de vélo) # 17

Cerceau roulant sans glisser sur un plan

+ Cerceau vertical de rayon R se déplagant
sans glisser sur un plan horizontal
* 4 coordonnées généralisées : x,y, 0 et ¢

»  Ces coordonnées ne sont pas indépendantes,
il existe des relations entre leurs variations:

X = v cos¢ = RO coso

y = v sing = RO sind
dx =R cos¢$ dO

{dy =R sin¢ dO

v=/%’+y’=RO = {

»  Ces relations ne sont pas intégrables
— on ne peut pas exprimer une des coordonnées comme une fonction des autres
— on ne peut donc pas éliminer une des coordonnées
— ce systeme n'est pas holonome !

* Ily aau minimum 4 coordonnées, mais seulement 2 degrés de liberté :
- Pivotement : variation de ¢ pour X, y, et 6 constants

- Roulement : variation de x, y, ou 6 (entrdinant nécessairement une variation des deux
autres coordonnées) pour ¢ constant

EPFL - GM 24



Dérivation des équations de Lagrange

Note sur les déplacements
réels di, et virtuels OT, :

. . dE, oT, . oT, oV, ot | "
Vitesses: v, = it —gaqi G+ = 0q. - aq df =01, < 91,/0t =0
Energie cinétique O 1 oT C ov = oF

— 1 o2 — < . o v ._ o
fotale du systéme : | - LMV T gq T glmava 0q gmava iq.
d(oT = ot ov = or, 9T
dt(aqi) =;m“(a‘* “oq, TV aqi) =;m°‘a°‘.8qi+8qi
d oT oT AN oT .
1+ - 1_ m(lqO( * 6 l— mO(ziO(. 6foc
Z(dt aq; aqi) 1 1(2 aqi) 1 El
doT T . n . .
——Ql)é‘) . =ymd_ -8f, - YQOq, = Ymd, -0f - Y F -0OF
g(dt aq, " 5q, " Q0= 2 2Q04:= 2 2

Si tous les 8q; indépendants d oT IT
(systeme holonome) : dtdq, dq,

Equations de Lagrange
EPFL - 6GM q stang 25



Equations de Lagrange (1788)

Pour un systéme holonome a n degrés de liberté :

d 0T 0T
dt9q; dq;

-Q. =0, pour i=Il,..,n

€quations de Lagrange de 1ere espece
T =¢énergie cinétique totale du systeme
ou 1§ q; =coordonnée généralisée
Q. =force généralisé€e associ€e a la coordonée q;

Joseph Louis Lagrange
1736-1813

Si les forces dérivent d'un potentiel V tel que :

_doV oV |par exemple Q. =- gv dans le cas conservatif

= A q;
dtoq; dq; avec €nergie potentielle indépendante des vitesses

Q

doL _dL _
dtdq; dq;

€quations de Lagrange
de 2eéme espece

, pour 1=1, ...,n

ou |L =1L(q,,q,,t) =T -V | =lagrangien du systeme

= fonction des coordonnées ¢, et des vitesses (, généralisées

EPFL - GM
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