Cours de Physique Générale I, Prof. Georges Meylan EPFL
Section de math lére année Série No 1 — 27.10.2006

Mécanique générale

Enoncé des exercices

Probléme 1 :

On mesure 20 fois la longueur L d’un pendule et on obtient les résultats suivants
(exprimés en métres) :

1.500 1.502 1.503 1.502 1.504 1.502 1.502 1.501 1.499 1.501

1.502 1.503 1.502 1.501 1.504 1.502 1.501 1.502 1.504 1.501

1. Dessiner I’histogramme des résultats. Indication : construire ’histogramme normalisé,
c’est-a-dire ou les “barres” sont divisées par le nombre total, de sorte que 'inté-
grale de I’histogramme vaut 1.

2. Calculer la moyenne < L > et ’écart quadratique moyen AL. Estimer la distri-
bution de probabilité de la longueur.

3. En admettant que la période T' des oscillations du pendule est reliée a sa longueur

par la formule T' = 274/ L/g (avec g = 9.81 ms™?), évaluer la moyenne < T > et
I’écart quadratique moyen AT de la période du pendule.

Probléme 2 :

En utilisant la relation d’incertitude

h
A:C-AUZ2—

m

(on considére le probléme & une dimension) avec
h~1.0546-10"** Js;  m,~1.673-10*" kg; m(*'H)~1.674-107% kg

1. évaluer 'incertitude minimale Av sur la mesure de la vitesse d’un proton dont la
position est connue avec une incertitude Az de 1 fermi (= 107" m);

2. méme question pour un atome d’hydrogéne dont la position est localisée avec une
incertitude de 1 Angstrom (= 1071° m);

3. méme question pour une cellule (m ~ 107! kg) dont la position est estimée avec
une incertitude de 1 micron (= 107% m).

Probléme 3 :

1. La durée de vie d’'un 7° immobile est 7 = 0.87 - 1071¢ s. Quelle sera la distance

parcourue par un 7 de vitesse v = 0.9999- ¢, si 'on admet I’hypothése de Newton
de temps absolu ?

2. La théorie d’Einstein prédit que la durée de vie d’un 7¥ de vitesse v est 7/4/1 — v2/c2.
Quelle sera la durée de vie du 7° (de vitesse v = 0.9999 c) et quelle sera la distance
parcourue, si I’on admet la théorie d’Einstein ?
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Probléme 4 :

1. Vérifier que I’évolution temporelle définie sur I’espace de phase RS, associé aux
variables

<X7 p) = ('Tl?an x37p17p27p3)

par la transformation

v (50) = (= X et
BN p(t)=  pY+mgt

ou m et g sont des constantes, satisfait les propriétés de groupe :
1) q)t:() = ]1 ; 2) q)tz ) (Dtl = (I)t2+t1 .
2. Trouver le systéeme d’équations différentielles du type

dd% = fl(t,xl,...,xn)

dg—; = fn(t,xl, SN ,l’n)

associé a cette évolution, qui décrit la chute libre d’un corps a la surface de la
Terre.

Probléme 5 :

Méme probléme que ci-dessus, mais pour I’évolution temporelle définie par la transfor-
mation o
5. - <x(0)> _ (x(t) = x© coswt + B— sinwt )
o \p© p(t) = —mwx®sinwt +p© coswt

ol m et w sont des constantes (c’est un mouvement d’oscillateur harmonique).
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Mécanique générale

Corrigé des exercices

Probléme 1 :

1. L’histogramme normalisé se présente comme suit :
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F1G. 1 — Histogramme normalisé des résultats. La gaussienne, au o de laquelle on a
attribué la valeur de I’écart quadratique moyen (voir ci-dessous), représente la forme
vers laquelle tendrait I'histogramme pour un nombre de mesures qui tendrait vers
I'infini.



2. Les formules 1.3 et 1.8 du livre Mécanique générale peuvent s’écrire respective-
ment :

1

i=1n

(li—<L>2=vV<I2>—<L>2

WE

1
AL = /< (L—<L>)?>= N
i=1n

On trouve une moyenne < L >= 1.5019 m et un écart quadratique moyen AL =
0.0013 m.

Notons que, comme AL << < L >, on peut considérer la fonction racine comme
localement linéaire, et on peut se permettre, en pratique ici (mais pas nécessai-
rement dans n’importe quel cas!), de poser

<VL> ~ V<L>

VL] — V<L>
La distribution de probabilité de la longueur est donnée approximativement par
I’histogramme normalisé ; idéalement, c’est-a-dire si le nombre de mesures tendait

vers l'infini, elle serait donnée par une gaussienne centrée en < L > et de 0 = AL
(il n’est pas question de démontrer cela ici).

Teom B o peionSVE> e
g V9

Pour estimer AT, on différencie la fonction T'(L), chose que 1'on peut se permettre
a cause de la petitesse de I'erreur relative :

AL

T
AT = — —— =0.001 s
VI < VL >

Probléme 2 :

1. Si Az =1 fm = 107! m, alors

h

= —317-10" ms ! = 31700 kms~!
QmPAx ms ms

Av

2. Méme relation, mais avec my au lieu de m, ; on obtient
Av=300ms ' =0.3 kms™*

3. Le calcul donne
Av=53-107" ms!



Probléme 3 :

1. Avec ¢ ~ 299800 kms~!, on aura une distance
d=7-09999 -¢c=261-10"" km = 2.61-1078 m = 26.1 nm

o\ —1/2
2. r(v) =1 (1 - —) = 6.15-107 s.

= d=7(v)-0.9999 -c=1.84-10"" km = 1840 nm

Probléme 4 :

1. Rappelons en premier lieu que la force F = dp/dt et que 'impulsion p = mv.
La premiére propriété de groupe est triviale :

D,_g: x
=0 <p(°)> ~ (p(t) = p©

On voit que pour t = 0, on a bien : ;o =1
Vérifions la deuxiéme propriété de groupe. Pour cela, écrivons successivement les
transformations ®;, et ®, :

_ 1 1
o, (X(0)> = (X(tl) = xO0 4 EP(O)tl +1g t%)

p©® p(t1) = P +mgty
C(x(t1) . X(ta) = x(t1) + =p(ti)t2 + 3813
o : (P(t1)> <P(t2) = p(t1) + mgty )

Notons que ces deux équations sont de la forme bien connue

1
x(t) = éatz—kvot—i—xo
v(t) = at+vy

La combinaison des deux opérateurs donne donc, par substitution des vecteurs
x(t1) et p(t1) :

x<°>> . (x(tQ,u) = xO+ LpWt + 3gti + (P +mgt)ts + %gt%)

d, o0, :
0%t (p(o) p(ty, t1) = pO +mgti+mgts

En regroupant les termes, on a bien :

x(0) x(t2,t1) =x(ta +t1) = xO + LpO(t; +15) + g (t) + 1)
Q0P | ) | _ _ " 0)
p p(t2,t1) = p(ta + 1) = P +mg(t +t2)

On a donc vérifié que @y, o By, = Py, 1y,

2. En dérivant les deux équations qui définissent ®;, on obtient immeédiatement :

ox p®
Jp

E(t) = m-g



Probléme 5 :

1. Opérons de la méme facon que pour ’exercice précédent :

5 . x(0) . x(t) = x) coswt + % sinwt
On voit qu’ici aussi, pour t = 0, on a bien :
(I)t:O — ]]

puisque les termes en sinus s’annulent. Vérifions la propriété de groupe @, o &y,
comme auparavant :

o) .
B, - (X(O)) . (X(tl) = x©) coswt; + P— sinwt; >

p® p(t) = —mwx@sinwt; + p® coswt,

o, : (X(tl)) . <X(t2) = x(t) coswty + %t:}) sin wty )

p(t1) p(ts) = —muwx(t1)sinwts + p(t1) coswts

La combinaison des deux opérateurs donne donc :

X(tg, t1) = (X(O) coswt; + % sinwtl) cos wtsy
B ob. - (x(0)> . + (—mwx(o) sin wt; +p(0) coswty) sinwts
0Py,
SN p(ty, t1) = —mw (x© coswt; + E— © smwt1> sin wty

+ (—mwx(o) sinwt; + p( ) Coswtl) COS Wity

En regroupant les termes, la paire d’équations devient :

X(tg, t1) = x(©) (coswt, coswty — sinwt; sin wty)
D od, x(0) L + % (sinwt; coswty + coswty sin wtsy)
277 p) p(ta, t1) —mwx® (coswt sinwty + sinwt; coswts)

+p© (coswt; coswty — sin wt; sin wity)

En utilisant des relations trigonométriques, on trouve finalement :

© _ .
(I)tzoq)tl : (§(0)> — (i(tg + t1> = X( ) coSs [w (tl + t2)] +

in [w (1 + 2)] )

p_
(ty+t1) = —mwx® sinfw(t; +to)] + ) cos [w (t; + t2)]
et l'on retrouve bien ®, 4.

2. Dérivons les deux équations par rapport au temps :

9 0
a—)t((t) = —wxO sinwt + 2 coswt
m
0
(?_It) t) = —mw?x© coswt —wp? sinwt

Il s’agit ici d’'un mouvement d’oscillateur harmonique.
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Mécanique générale

Enoncé des exercices

Probléme 1 :

Soient (t,x;, v, a4, fi, g) les valeurs numériques des grandeurs temps T, espace X, vi-
tesse V;, accélération A;, force F; et constante de la gravitation G dans le systéme
d’unités SI.
1. Quelles sont les valeurs numériques (',
ment au systéme d’unités défini par

[L]'=cm, [T]'=ms, [M] =kg

Lulal, flg') de ces grandeurs relative-

2. On effectue le changement d’état défini par la transformation

(t,zs,v) — (E=10%¢3; = 10° 2, 0; = 107" v;)

Trouver les valeurs numériques (di, fis g) de ces grandeurs dans le nouvel état.

3. Comparer les résultats obtenus lors de la transformation passive (a) et active (b).
Peut-on arriver a la méme conclusion pour les transformations définies par

[L]" =cm, [T]"=ps, [M]"=kg

Probléme 2 :
Le mouvement d’une particule P obéit aux lois suivantes :

X
ou K et n sont des constantes, et X = OP avec O un point fixé (si n = 0, le point
O peut se trouver a distance finie ou infinie de P; dans le second cas, cela signifie
que F = K e avec e un vecteur fixé). On désigne a nouveau par (¢, x;, v;, a;, fi, k) les
valeurs numériques des grandeurs dans le systéme d’unités SI.

1. Trouver les valeurs numériques de ces grandeurs relativement au systéme d’unités
défini par
L[L)=X[L), 1[T)=7[T), 1[M]=1[M].
Comment choisir A et 7 pour que k' = k7?7
2. Effectuer le changement d’état défini par la transformation

toai,v) — (t=7t & =Xz, 0, = A7 1o
( ) = )

Quelles sont les valeurs numériques des grandeurs ci-dessus dans ce nouvel état ?
Quelles conclusions peut-on tirer si I’on a choisi A et 7 de maniére telle que & = k
dans 17

On remarquera que n = 2 est la loi de la gravitation, n = —1 est la loi de Hooke,
et n =0 est la loi de la pesanteur (en prenant O a infini).

1



Probléme 3 :

Connaissant la loi de Coulomb

- @102

F=K*2X
X]?

ot k = 8.99-10° dans le systéme d’unités SI, trouver la relation entre le Coulomb et
I'unité de charge du systéme CGS-électrostatique.
Indication : On posera

10 =q[Q), 1N=10°[F), 1m=10*[L]
et 'on cherchera ¢ de sorte que k' = 1.

Probléme 4 :

L’expérience montre que la fréquence de vibration v d’une corde tendue dépend de la
longueur ¢, de la force F' appliquée aux extrémités, de la masse par unité de longueur
pe, et du nombre sans dimension n (= harmonique). Etablir la relation suivante entre
ces grandeurs

C\ pe
ot f(n) est une fonction qu’il faudra trouver par 'expérience ou la théorie.

Probléme 5 :

On observe que la vitesse v des vagues au large de l'océan dépend de leur longueur
d’onde ¢, mais pas de leur amplitude. En admettant que les grandeurs dont dépend v
sont ¢, I'accélération terrestre g et la masse volumique de 'eau p, établir le résultat

suivant :
v=Cy/gl

ou C est une constante.

Probléme 6 :

L’expérience montre que la force qui s’exerce sur un solide se déplacant a trés faible
vitesse dans un fluide est indépendante de la densité du fluide. Vérifier que cette force

est de la forme
f=nde(0)v
ol 7 est la viscosité, de dimension [F][T][L]~%(loi de Stokes).
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Mécanique générale

Corrigé des exercices

Probléme 1 :
1. On a de maniére générale (formules 2.8 et 2.9 du livre Mécanique générale) :
<A>=alAl=d[A] et 1A =a[4] = d=a"a

Considérons successivement les différentes grandeurs :
~ [T =T et 1[T) =7[T] & 1ms=10"73s = 7=1073
Ainsi, t' =771t = ¢ =10%¢

~ AL =0[L) et 1[L} =NL] & 1lem=10"% m = A=10"% = 2z, =10%x;
- VI= LI VI = [T = Ar LT = 10[V] = vj=10""v;
A= DT = (A= A2 LT =100 4] > al= 1070

- [F] = [M]IL)T1? = [F]'=1- A7 [M][L][T]? = 10*[F] = fi=10"f
— Comme on a My M,
F = _GW X
il est clair que [M][L][T]™? = [G][M]?*[L]~2. Par conséquent,
[G] = [M]THLPTI? = [G]'=1- X722 [M]TLP[T]? =1[G] = ¢ =1g
2. On a cette fois-ci un changement d’état. Considérons successivement les trois

grandeurs en question :
— a4, = T 2a,avecT =100 et A\=10> = @, =10"q,
— fi=pudt 2 fiaveen=1 = fi=10"%f;
—g=XN17g = g=1g

3. Comparons les résultats a et b :

Dans les deux cas, le temps, les longueurs, les vitesses, les accélérations et les
forces sont modifiées dans les mémes proportions. Dans les deux cas aussi, la
constante de gravitation reste inchangée.

Le premier cas est donc une similitude.

Voyons ce que deviennent les grandeurs considérées pour les transformations pro-
posées ici. Pour répondre a la question, il suffit de considérer la transformation
de la constante de gravitation de g en ¢”; comme désormais 7 = 1079 :

[G] = M)V LPT)? = [G) = 1N 72 [M] M LP[T] 2 = 10°[G] = ¢" =10%g

On a donc ¢” # g et la transformation n’équivaut pas a une similitude. La réponse
est donc non.



Probléme 2 :

1. Rappel :

pour une observable A qui prend la valeur a dans le systéme d’unités

[A] et la valeur @’ dans le systéme d’unités [A]’, on a

avec a’

— 0471
variables x; :

alA]
1[A]f

a/ [A]/
a[A]

a. Par conséquent, on a pour la variable ¢
a = 1/) etc., ce qui méne a :

ca = 1/7, pour les

t Tt
T, o= Ay
A
Vi o= =y
T
i = g,
1 7_2 ?
A
1= ,uﬁfi avec 4t =1 dans m' = pum
by )\n—i—l
o= p5 N k=p—k
T T
puisque F =k lx‘nﬂ Rappelons qu’ici p = 1.

Par conséquent, pour que k = k/, il faut que 7 = A5

. La transformation

(t, Z;, 7)2‘) —> ({: Tt, jz = )\.fl?i, ’l~)Z = AT_l’Ui)
implique
a; = At 2a; =Ml =2
fi = X"
Comme k = k, on a une similitude.
Si 7= A"z (point 1), alors
# Vi 3/2 T ay 3/2
=2 = 7=)2?= == — == 1
n T ; 7 ou i o (1)
t

il
by
— T,

A2 = =
12
T = constante = T}

n=0 = 7=

n=-1 = (3)
Le cas 1 est celui de la gravitation, avec la 3e loi de Kepler, ou T} et T5 sont les
temps de révolution et aq, as les demi-grands axes des orbites ; le cas 2 est celui de
la pesanteur (avec O relégué a U'infini) : on a les temps de chute et les longueurs
de chute; le cas 3 est celui de la loi de Hooke, caractérisé par I'isochronisme des
oscillations d’un pendule ou d’un ressort en régime linéaire.



Probléme 3 :

On avait
1C=q[Q), 1N=10°[F), 1m=10*[L]

avec la loi de Coulomb

o0
F=K W X
Par conséquent, on a
VK] = [P P11 = 10 1Q—T[F1' L2 Q)2 = 10° g2 (K

qui implique -
K =10"¢ %k =28.99-10"% ¢ 2

Sik'=1,onaq>=10"k =899 10" = ¢~ 3-10°
On a donc 1 C~ 3-10 CGS-es .
Probléme 4 :

Les paramétres du probléme sont la fréquence v, la longueur ¢ de la corde, la force F
appliquée aux extrémités de la corde, la masse par unité de longueur p, et le nombre
sans dimension n qui définit ’harmonique (n = 1 correspond a la fondamentale). La
fréquence est donc fonction de ces paramétres :

v=v(n,t, F, p)

Sit =X, t'=7t, m'=pum, alors

o= At hw

d = A %a

F' = pA1t?F
pe = pA
!/

n = n

Vo= 1ty

et le théoréme d’homogénéité nous permet d’écrire
v (n, MO, puAT2F, ,u)\_lpg) =7 tv(n, l, F, p)
En choisissant A = (=1, 72=AuF, pu=Ap,', on obtient
2= )2 Fp;t = 02 F gyt

d’ou
v(n, 1,1, 1) =CF 25 v(n, 0, F, p) =

v(n, {, F, p)=0" F1/2p21/21/(n, 1,1,1)=

cqfd.



Probléme 5 :

La vitesse v des vagues dépend de ¢, g, p : v =v(¢, g, p).
Sit =X, t'=71t, m' = pum, alors

o= At
/ — )\7_—29
po= uxp

et le théoréme d’homogénéité permet d’écrire
v ()\E, AT 2g, p A3 p) = 7, g, p)
En choisissant A = £~ u A3 = p~', A772 = ¢~!, on obtient 7~ = g~ /2 (/2 d’on
v(1, 1, 1) = A7 (L, g, p) = g 20 0(L, g, p) = g7 PP 0(C, g, p)

= ollgp) = ol 1 )P C /T

On voit que la vitesse ne dépend pas de la densité : les vagues de la Mer Morte vont a
la méme vitesse que celles du Lac Léman, pour autant qu’elles aient la méme longueur

d’onde.
Probléme 6 :

On a une force qui est fonction de la dimension d, de la vitesse v, de ’angle 0 et de la
viscosité 7. En se rappelant que

(] = [M][L]7H 117
et que
d=Xd;vV=Attv:m =um; f=prt2f ;0 =pXt71p
et en invoquant a nouveau le théoreme d’homogénéité, on écrira
f (0, Ad, A\t o, ,u)\_17'_177> =uAT2f(0,d, v, n)

Posons

si bien que

On a donc finalement

fO, 1,1, ) =ntd v fO,d v,m) = fO,d v n)=ndo@)v

cqfd.
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Mécanique générale

Enoncé des exercices

Probléme 1 :

Evaluer le nombre de molécules Hy contenues dans 1 m?® aux conditions standard, et la
distance moyenne entre deux molécules. Méme question pour I'eau HyO et le fer Fe.

Mass atomique H O Fe

(u) 1.00797  15.994  55.847
Masse spécifique  H, H,O Fe
(kg/m3) 9-1072 10° 7.9-103

Indication : la quantité de matiére, exprimée en grammes et numériquement égale a la
masses atomique, contient un nombre de molécules égal au nombre d’Avogadro.

Probléme 2 :

La parallaxe 6 d’une étoile est la moitié de I'angle sous-tendu par le diameétre 7775 de
la trajectoire de la Terre autour du Soleil perpendiculaire & la droite étoile-Soleil (voir
figure).
1. Sachant que la parallaxe de 1’étoile o du Centaure est 0.745", évaluer la distance
en meétres de cette étoile au Soleil.

2. Par définition, le parsec est la distance correspondant a une parallaxe de 1".
Etablir la relation entre parsec et métre.

Probléme 3 :

1. Le Soleil étant situé a environ 25000 années-lumiére du centre de la Galaxie,
quelle serait la précision requise, exprimée en secondes d’arc, pour mesurer &
10% pres la distance des étoiles du bulbe galactique? (le bulbe est le volume
de forme sphéroidale entourant le centre de la Galaxie, et contenant un grand
nombre d’étoiles).

2. Un amas globulaire contient typiquement 30000 étoiles dans un espace sphérique
de 5 années-lumiére de rayon.



3.

(a) Estimer la fraction de ce volume occupée par les étoiles, sous ’hypothése
(grossiére!) que chaque étoile est semblable au Soleil.

(b) Estimer la distance moyenne entre les étoiles en pc, en a.l., en UA et en
rayons solaires : comment se compare-t-elle & la distance de notre plus proche
voisine, Proxima Centauri, dont la parallaxe vaut 0.772" 7

A quelle pression (en atmosphére) doit étre soumis un gaz a la température
ordinaire pour que la distance entre molécules par rapport au diamétre de la
molécule (~ 107° m) soit la méme que sous 2b ?

Idée : utiliser la loi de Boyle, pV' = nRT reliant la pression p, le volume V', la
température T et le nombre de mole n du gaz (R = 8.31 JK 'mol ™).

Probléme 4 :

Ayant choisi un étalon de longueur [L] et un repére orthonormé Oe;eses, les points A,
B, C sont représentés par A(1,0,0), B(-2,4,1) et C(2,-3,5).

1.

SO Ul W

Trouver la norme des vecteurs AB, AC, BC et AB+AC.
Dessiner et calculer 'angle CAB.

Dessiner et calculer la projection orthogonale de OA sur BC.
Calculer I'aire du triangle ABC.

Calculer le volume du tétrahédre OABC (& dessiner).

Calculer les coordonnées du point D défini par OD=AB ABC.

Dessiner et calculer les coordonnées du point E, intersection de la droite BC et
du plan Oe;es.

Calculer les composantes (d,., dy, d3) du déplacement d=EA relativement au re-
pére orthonormé Ee,ege; ou e, est parallele & OE (voir figure).

Probléme 5 :

Vérifier que les quatre points de coordonnées cartésiennes A = (4,5,1), B = (—3,0, 1),
C'=(3,9,4) et D = (—4,4,4) sont coplanaires.



Cours de Physique Générale I, Prof. Georges Meylan EPFL
Section de math lére année Série No 3 — 10.11.2006

Mécanique générale

Corrigé des exercices

Probléme 1 :

Si N est le nombre de molécules ou d’atomes par m?, alors

N masse volumique

masse d'une molécule

Or, la masse d’une molécule est égale a la masse atomique en grammes (& convertir en
kg!) divisée par le nombre d’Avogadro N, = 6.022 - 10%.

Le volume moyen V] occupé par une seule molécule (ou un atome) vaut alors V; =
1/N, et la distance moyenne < d > entre deux particules sera < d >= Vll/ 5,

On a alors pour les trois espéces en question :

9.1072.6.022-10%
N(H,) = =269-10®m™3
(H) 2.1.00797 - 10-3 m

1
VvV, = =3.72-10"%m3
' T N(H) .

<d> = (V)"*=33.10"m=334
103 - 6.022 - 102

N(H,0) = =3.34-10%m™?
(1:0) = 57100797 + 15.994) - 103 o

1 1/3

<d> = [—— —=31-10%m~3A
<N<H20>> "
7.9-10%-6.022 - 10%

N(Fe) = =0.85-10*m™3
(Fe) 55.847 - 103 m
1 1/3 A
<d> = =227-100"%m ~23
<N<Fe>> "

Probléme 2 :

1. La situation est rappelée dans la figure ci-contre. Comme l'unité astronomique
vaut 1.496 - 10 m, on a

1.496 - 10 1.496 - 101!
tan(0.745") = 3.61 - 10-6 = 1490107 5 1496-10



Etoiles « fixes »
trés distantes  y

1
[}
I
I
)
1
]
]

Parallaxe annuelle
de I’étoile E

O, -
b g
e de la Ter™ 27T,

L[UA] o4

d

2. Dans l'approximation d’une orbite terrestre circulaire, tanf =
I 1.496-10"

tan1” ~ =
206265

1 pc

= 1 pc=1.496-10" - 206265 = 3.086 - 10’ m

Probléme 3 :
pc = 7700 pc donc la parallaxe & = 1/7700 = 1.3-10~%" =

1. On a 25000 a.l. = %
130 pas ou 1 pas = 10797,
Par ailleurs, on a pour 'erreur :
1 1 A Ad A
= |Ad|:—2Aw:d—w:> 22w
w w d w

d= —

Si &4 = 10 pour cent, alors Aw = 13 pas, o 1 pas = 107",
C’est a peu prés la précision du satellite Gala, que 'ESA espére construire et

lancer d’ici 2012.
(a) Calculons le volume de 'amas, en admettant 7 = 3 (c’est 'ordre de grandeur

2.
qui nous intéresse) :
™ R? ~4-125 =500 a.l.’> = 500 - (0.946 - 10"*)* = 4.2 - 10 km®

‘/amas - 5
3
car 1 a.l. = 0.946 - 10" km. Le volume d’une étoile semblable au Soleil vaut
4
V, = 37 R} ~4.%(7-10°) = 1.37- 10" km®

2



et le volume total des étoiles sera donc :
Viots = 30000V, ~ 4.1 - 10*? km?
ce qui représente une fraction

Vietw  4.1-10%

—19
Voo 42100 10

(b) La distance moyenne < d > est telle que

5 Vamas 500 al?

<d>3~ ~ =167-10"%2al?
30000 30000 A
d’ou
0.26
~ 026al. = —— pc~0.
<d>~ 0.26 a 3.26pc 0.078 pc
= 0.26-0.946 - 10" km = 2.46 - 10'? km

2.46 - 1012

2.46 - 10" 6 6

ol Ry et Dy sont le rayon et le diametre solaire respectivement.

La distance de Proxima Centauri est dpyopime = 1/0.772 = 1.3 pc, donc
dProm'ma ~ 17 <d >.

3. Partons de la loi de Boyle pV = nRT avec T' = 0 C = 273 K. On doit avoir
d~2-10D ~2-10°-1071° = 2.107* m. Posons V = 1 m?; dans ce cas, on
peut écrire le volume d’une molécule comme étant V(1 molecule) = % =<d>?
ou N est la densité numérique de particules. Ainsi :

1 1/3 1 1/3 RT 1/3
<d>=[— = = —=2.107%
() =Gw) =Gvn) n

RT
<d>3 N sy
puisque 1 atm = 1.013 - 10° Pa,

= p= ~4.7-107"" Pa~5-10"" atm

Probléme 4 :
De I'énoncé on a OA = (1,0,0), OB = (—2,4,1) et OC = (2,—-3,5), d’ott on déduit
AB = (=3,4,1), AC = (1,-3,5) et BC = (4, -7, 4).

1. On obtient |AB| = v/26, |AC| = /35, |BC| =9 et |AB + AC| = V41

2. Soit aw = angle CAB. Puisque AC - AB = |AC||AB]| cosa, on a

AC-AB
|AC| - |AB]|

Q. = arccos < ) = 109.36°



3. La projection orthogonale de OA sur BC est donnée par :

BC BC 4
A - — 24,74
(oA Bar) 1By = st 79

4. L’aire du triangle ABC = 1/2|AB| |AC||sina| =1/2|AB A AC|
1 L =3 L 1 9
—-|AB A AC| = = 4 I Al =3 || ==](23,16,5)| = =v10
2 2|\ ] . 2 2

5. Le volume du tétrahédre OABC = 1/3 -(surface de base)-(hauteur)

1 /1 OA-(ABAAC)\ 1 23
LlaBaac): _loa.(aBrAC) =2
3(2‘ " ‘) < AB A AC| > gOA (ABAAC) =5

6. Les coordonnées du point D : OD = AB ABC = (23,16, 5).

7. L’équation de la droite BC : OB+ ABC = (—2,4,1)+ \(4,—7,4). Le point E est
dans le plan Oe;e,, ainsi (OE)3 = 0 et A = —1/4. Par conséquent (OE); = —3

et (OE), = 23/4.
8. Le déplacement d = EA = (4,—-23/4,0), on définit :

OE

1 1
e, = - —12,23,0 ep = ——(23,—12,0
|OE]| \/673( ) ’ \/673( )
D’ou on déduit :
21 )
d.=d-e, = — ’ dg:d-eg:——3 ds3 =0
44/673 673

Probléme 5 :
Il suffit de montrer que le produit mixte des vecteurs AB, BC et CD est nul :

—4 -3 -7
AB = -OA+O0OB-= (—5 +( 0 ) = (—5)
-1 0

1
3 3 6
BC = -OB+0C={0]4+(9])=19
— 4 3

CD = -0C+ 0D = (—

B~ O
+
|
S
N——
Il
|
S i
N——

On a donc le produit mixte :

—7 6 —7 —7
(ABABC)-CD = [(—5) A (9)] : (—5) = (—15, 21, —33) (—5) =0
0 3 0 0

CQFD



Cours de Physique Générale I, Prof. Georges Meylan EPFL
Section de math lére année Série No 4 — 17.11.2006

Mécanique générale

Enoncé des exercices

Probléme 1 :

Soit deux points de coordonnées sphériques Py = (11,01, ¢1), Po = (g, 02, ¢2). Vérifier
que 'angle PO P, est donné par 6, ol cos € = sin 6y sinfy cos(¢p; — ¢2) + cos by cos 5.

(Rappel : cos(¢p1 — ¢2) = cos ¢1 cos Py + sin ¢y sin ¢y).

Probléme 2 :

Soit (z!, y') et (22, y?) les coordonnées cartésiennes des points P, et P,. Calculer les
composantes D, et Dy du déplacement D = P P5, relativement au repére orthonormé
Pie ey, ot e, est parallele & OP; (voir figure).

Y

Probléme 3 :

Trouver la force minimale nécessaire pour élever un cylindre de 200 kg et de 1.0 m de
diameétre au-dessus d’une marche de 20 cm de hauteur au moyen d’un cable enroulé
autour du cylindre et sur lequel on tire horizontalement (on admet qu’a chaque instant
le cylindre est a 1'équilibre).




Probléme 4 :

Trouver le centre de masse du systéme Soleil-Jupiter, sachant que Mg = 322 - 103 Mg,
My, = 317.9 Mg et que le rayon de l'orbite de Jupiter vaut a = 5.2UA (1 UA =
1.496- 108 km) ; exprimer le résultat en rayons solaires (R = 6.96-10° km). Idem (mais
en unités de distance interatomique |OH|) pour une molécule d’eau; une moécule de
NH; (en unités de [N H]|; voir figure).

]

H |OH| = 0,957A \ INH|=1,01 A
105° 3' my = 1.66 - 10_27 kg H o= 1080
___“\ mN= |4 m]_]

mo = 16 my

H

Probléme 5 :

Un cone tronqué homogene de 400 kg est suspendu a un mat horizontal long de 2 m
et de masse linédique p() = 10 kg/m. Trouver le centre de masse du céone tronqué, puis

1. La tension dans les cables qui supportent le cone

2. Les éléments de réduction par rapport & A des forces exercées au point A sur le
mat horizontal.

Caractéristiques du cone : hauteur=90 cm ; rayons des bases Ry = 20 cm, Ry = 60 cm.
Distance A-C = 0.5 m.

/

> 0

OSONONUONNUONONUONNNNNNNNNYY

pivot

SANNNNANNNYN

1) mét encastré 2) mat suspendu



Cours de Physique Générale I, Prof. Georges Meylan EPFL
Section de math lére année Série No 4 — 17.11.2006

Mécanique générale

Corrigé des exercices

Probléme 1 :

Ecrivons les composantes des vecteurs OP; et OP, dans un repére cartésien, et ces
composantes en coordonnées polaires :

OP, = (z1,y1,21) ; OPy = (22,92, 22)

r1 =171 8inf; cospy ; x9 =1y sinfy cos ¢y
Y1 =11 sinby sing; ;Yo =1y sinfy sin g
z1 =171 cos6; 5 2o =1y cosbh

Nous savons que le produit scalaire peut s’écrire de deux maniéres :
OP; - OP; = |OP,||OP;| cos = x1xs + 11y2 + 2120
ou # est I'angle entre OP; et OP5. En égalant les deux termes de droite, il vient :

rirocos = rirgsin by sin 6y cos ¢ cos ¢o
7179 sin 07 sin 65 sin ¢4 sin ¢,

+ +

7179 CcOS 01 cos Oy
sin 0 sin 65 (cos ¢1 cos Py + sin ¢y sin o) + cos by cos Oy
sin 0y sin O, cos(¢p1 — @) + cos Oy cos Oy

= cosf

Probléme 2 :

Les coordonnées cartésiennes du déplacement sont D = P1Py = (29 — 1, y2 — y1) et
ses composantes dans le repére Pie.ey sont données par les produits scalaires :

DT = P1P2 - € et Dg = P1P2 - €p
oPpP, CESIE cos —sin 6
= T — 1 11 — . t —
C oP,| ((x%fw sin ¢ et ey cos

0 )
D, = (»772 — X1, Y2 — yl) (Z?ﬁg) = (352 - 171) cos ) + (2/2 — yl) sin 0

—sin 6 )
Dy = (w3— 1, Y2 — 1) ( C(S);ne ) = —(zy — x1)sinf + (yo — y1) cos b



Probléme 3 :

Les forces en présence sont : le poids P du cylindre, la force de réaction F, exercée
par le sol, la force F tangente au cylindre et s’exercant au point T, et la force F 4 de
réaction exercée au point A par I'angle de la marche. Supposons que la force F soit
juste suffisante pour que la force Fy s’annule (le cylindre est donc sur le point d’étre
soulevé) : I’équilibre statique impose alors les conditions

F+P+F4, = 0
ATAF+APAP+0 = 0

ou le point P est le centre de masse du cylindre (qui se confond ici avec son centre
géomeétrique car le cylindre est de densité homogéne). Si h est la hauteur de la marche
et R le rayon du cylindre, on a dans le repére Aege e, :

AP = <\/R2—(R—h)2:\/h(QR—h),O,R—h) . AT = (m, 0, zR—h)

P (9) e (a)

ol m est la masse du cylindre et g l'accélération de la pesanteur. La seconde condition
nous donne alors :

Vh(2R — h) <F> h(2R — h) ( 0 ) (O)
0 A 0 + 0 VAN 0 =10
2R —h 0 R—~h mg 0

La deuxiéme composante étant nulle partout, le produit vectoriel donne un vecteur
dont seule la deuxiéme composante est non nulle, si bien que l'on a :

L 1/2
—F-(2R—h)—+h2R—h)mg=0 = _F_<2R—h) mg

On voit bien que, si h = R, alors |F| =mg et quesi h =0, |F| =0.

Application numérique : Si m = 200 kg, R = 0.5 m et h = 0.2 m, on trouve
|F'| = 100 kgf= 980 N.

Probléme 4 :

Systéme Soleil-Jupiter : Mettons l'origine sur le centre du Soleil. La position OG
du centre de masse sera, en désignant OJ est la position de Jupiter et My, M; les
masses du Soleil et de Jupiter respectivement :

M;-0OJ 317.9 8 5
— = -+5.2-1.496 - 10° = 7.67 - 10° km ~ 1.1
oG M.+ M, 322318 5 96 - 10° = 7.67 - 10° km Reo

Molécule d’eau : Le centre de masse sera sur ’axe de symétrie de la molécule, qui
fait avec chaque axe |OH| un angle § = 105.05°/2 = 52.025°. En mettant I'origine sur
I’atome d’oxygéne, on a :

2 H
(0G), = 2mulOHI st hes 10|

18mH

2



Molécule d’azote : Le plus simple est de définir d’abord le centre de masse Gy des
3 atomes d’H, qui occupent les sommets d’un triangle équilatéral. Chaque coté de ce
triangle HHH a pour longueur |HH| = 2|NH|cos(36°), qui est celle du grand coté
de I'un des triangles NHH. Le probléme est maintenant de connaitre la hauteur de
la pyramide, car le centre de masse de la molécule entiére se trouve le long de cette
hauteur [INGy]|.

Pour déterminer la distance |HGy| entre le centre Gy du triangle équilatéral HHH,
on remarque que la demi-longueur d’un coté, |NH|cos(36°), est la projection de la
distance |HGy| cherchée :

cos(36°)
cos(30°)

Comme la hauteur |[NGp| forme un triangle rectangle avec |HGy| et I'aréte |[NH|, on
a

|NH|cos(36°) = |HGg|cos(30°) = |HGy| = INH|

cos(36°)

N =+/|NH]? - |H 2=|NH|4|1—-
NG| = INHE = [HGul = | r\/ wos(30°

) — 0.357|NH|

Finalement, on a

3mH|NGH| 3 _9
NG| = =—-0357T|NH|=63-100°|NH

Probléme 5 :

Il faut calculer d’abord le centre de masse G du cone tronqué, sachant que 1’axe central
contient GG puisqu’il est I’élément de symétrie.

L’élément d’intégration est un disque d’épaisseur dx et de rayon y(z) = Ry — (Ry —
Ry)z/h ou Ry et Ry sont les rayons resp. de la base et du sommet du céne tronqué, et
h sa hauteur (voir figure). La position du centre de masse s’écrit :

€
R |

h=90cm _|

R,=060 cm Wx)

— Ry=20cm

el
L dx

\& /|

~/Oh$,07ry( Ap/r/()h< x)de
Ri) o

" 2
/ (R%x RQ(R; + (7 h2R1) x3> dx
0

LSl =)

_ g9 2 2
= 12Vh (3R? + R% + 2R\ Ry)



Le volume du cone tronqué se calcule de méme :
h h 2
Ry — R h
v [ mywrae= [ x (R2 - %) dr="" (B B+ RiR))
0 0

Finalement, la position du centre de masse est :

h(3R? + R3 + 2R Ry)
4(R? + R2+ RiRy)

(OG)x -

Application numérique : avec les caractéristiques du cone fournies dans 1’énoncé,
on obtient (OG), = 31.15 cm.

Nous sommes équipés maintenant pour aborder les deux points principaux, dans cha-
cune des deux configurations présentées sur la figure de 1’énoncé.

1. La tension des deux cables vaut pour les deux configurations. Le torseur des

A i
T T
E 2 )
B
FE\AJE
o Wil
= i o
Flida

forces qui s’appliquent sur le cone tronqué doit étre équivalent & zéro car on est
a 'équilibre. Les forces en présence sont le poids P du cone (qui s’applique sur le
centre de masse, ) et les forces T} et T5 exercées par les cables. En choisissant de
calculer les moments par rapport au point B (figure), on a les deux conditions :

P -+ T1 + Tg - 0
BGAP+BCAT; =[(BC)T; sin— (BG) P sinaleg =0
Or on a sina = OG/BG et sin 8 = h/BC, donc I'équation ci-dessus implique

(BG)Psinae  (OG)P Mg (3R; + R+ 2R\ R;)

T, =

De plus, la premiére condition implique Ty = —(T; + P), donc le module de T
vaut

T.
? 4(R?+ R3 + RiRy)

Application numérique : 77 = 139.5 kgf, T, = 261.5 kgf. (On voit bien que



2. Eléments de réduction par rapport a A des forces exercées au point A sur le mat,
ce dernier étant le systéme considéré désormais.
Cas du méat encastré :
L’ensemble des forces s’exercant sur le mat peut étre remplacé par une force
verticale F o et un couple de forces de moment M4 .
La résultante des forces en A doit étre nulle. Si GG,,, est le centre de masse du mat
horizontal et P, le poids de ce mét, alors la force verticale que doit exercer le
mur pour annuler le poids du mét et de sa charge est Fp = —(Pp,, — T1 —T3) =
—(Pm + P). Le moment par rapport & A, di au poids du mat et de sa charge,

/
/
/
/
/
/
/
/

7

est simple a calculer puisque tous les angles sont droits. Son module est

IMa| = (AE)Ty + (AD)Ty + (AG,,) Py = (AD + OG)P + (AG,,) P,
et comme le mat est homogéne, on a AG,, = %AE. M est un vecteur perpen-
diculaire a la page et “s’enfongant” dedans (régle du tire-bouchon). Le mur doit
donc exercer un moment égal et opposé & M (vecteur perpendiculaire & la page
et dirigé vers le haut) pour que I’ensemble reste statique.

Application numérique : La force exercée par le mat au point A est —F5 =
e, 420 kgf, puisque la masse du mat est 2 x p¥ = 20 kg.

La position du centre de masse du mat est évidemment a mi-longueur de celui-ci,
on a donc AG,, = 1 m. Le moment exercé par le mat et sa charge au point A est
donc M = —[(1.1 4+ 0.3115) - 400 + 1 - 20] e3 = —584.6 e3 (le signe — se justifie
par le fait que es sort verticalement de la feuille, c’est-a-dire qu’il est dirigé vers
le haut).

Cas du méat suspendu :

La tension T du cable de soutien s’ajoute maintenant aux autres forces. La condi-
tion du moment résultant nul permet de calculer T :

(AE)T, + (AD)T + (AGy) P, — (AE)Tsina = 0

AC
(AC24+AE2)Y/?

JAC? ¥ AE?
T = ¥ C_+AE ((AE)T: + (AD)Ty + (AGy) P

JACT+ AE?
_ A% 2 = [(AD + OG)P + (AGy) Py

Or sina = et 'on en tire




On peut de méme calculer directement la 2e composante de T :
T,=Tsina = (AD + OG)P + (AG,,) Py,

On en déduit la force Fp = —-(Py,, — Ty — T2+ T)=-P,,— P —-T.

-Tyy P £ y-T)

OUONONNNANNNNN

Remarque : Ici, le couple fourni par le mur pour équilibrer celui di au poids
de I’enseigne se traduit par une traction au point C et une poussée au point A.
Dans le cas précédent, le mat et sa charge exercaient un couple au point A, qui
dans le cas présent n’existe plus.

Application numeérique : La force de tension 1" du cable a pour module T =
1205.2 kgf. Comme AC' = 0.5 m et AF =2 m, sina = 0.2425 = a = 166°. Les
composantes de T sont donc T = —1169.2-e, +292.3-e, + 0 - e, et ainsi,

0 0 —1169.2 1169.2
Fo=-Pn,—-P-T=-— (—20) — (—400) — ( 292.3 ) = <127.7> kgf
0 0 0 0



Cours de Physique Générale I, Prof. Georges Meylan EPFL
Section de math lére année Série No 5 — 24.11.2006

Mécanique générale

Enoncé des exercices

Probléme 1 :

Un systéme rigide est constitué de quatre masses ponctuelles identiques situées sur les
sommets d'un cube. Ces masses sont soumises aux forces de gravitation dues & une
masse extérieure M située au point B, a une distance de A, égale a 'aréte du cube
(voir figure). Trouver les éléments de réduction du torseur de ces forces par rapport au
point A; ; trouver l'axe central. Est-ce que ce torseur est équivalent & un vecteur ? Si
oui, est-il lié au centre de masse G du systéme ? Trouver les éléments de réduction du
torseur par rapport a G.

ma. =m

Fpa=-G™ pa,
BA;

Probléme 2 :

Une boite a vitesse est soumise a 2 couples opposés, de moment Mo = 200 Nm et
Mp = 100 Nm (voir figure). Calculer les forces verticales aux points A et B pour
résister aux couples en question.

Alvyo oy |B
fimi) .
i . PrLPELE S A i P

. 80 cm__+|:




Probléme 3 :

Pour chacun des mouvements rectilignes ci-dessous, esquisser la ligne d’univers dans
I'espace (z, t) et orbite dans ’espace de phase (z, v).
1. Mouvement de vitesse constante sur U'intervalle [O, L]; aux extrémités O et L il
y a un choc et la vitesse v devient v/ = —ev avec 0 < e < 1.

2. x(t) = xg cos(wt) ol w est une constante.

-t

3. x(t) = xge ™ ol A est une constante positive.

Probléme 4 :

L’accélérométre d’un véhicule parti d’'un point A a enregistré 1’évolution suivante :
a(t) =0.2t(10—t) ms™? pour 0 < ¢t < 10; a(t) = 0 pour 10 < ¢t < 70; a(t) = —7.5 ms™2
pour 70 <t < 72. Trouver ’abscisse curviligne et la vitesse en fonction du temps.



Cours de Physique Générale I, Prof. Georges Meylan EPFL
Section de math lére année Série No 5 — 24.11.2006

Mécanique générale

Corrigé des exercices

Probléme 1 :

Calculons les éléments de réduction du torseur des forces par rapport au point A;. La
résultante des forces est un vecteur libre, elle est donnée par :

Notons a l'aréte du cube, on a alors : BA; = —a(0; 0; 2), BAy = —a(—1; 0; 2),
BA; = —a(0; —1; 2) et BAy = —a(0; 05 1).

0 —1 0 0 —1
R:GMQm o)+ (o )+ (1) + (o :Gﬂgmi 1
a> |4\1) 5V5\ 9 SVERW! 1 a’ 5v5 \ 4 25

Le moment résultant M 4, par rapport au point A; est donné par :

4 4
: Z Z BA;
MA1 = AlA.Z VAN FBHAZ‘ = —GmM AlAz N m
i=1 i=1 g

Avec A1A; = (0; 0; 0), AjAy = a(1; 0; 0), AjAs = a(0; 1; 0) et AjA4; = a(0; 0; 1),

on obtient :
B GMm 2 _11
- — ~ "

w2 (1) (2) () ()

Du théoréme de ’axe central, on sait que I’axe central est ’ensemble des points X tels
que :

-1 1 —1
OX:R/\—I\QI‘%_F)\E: ! —1 A 2a —1] + )\ —1
IR| IR 18.031 41 25\/5 18.031 0 41 %5

4

ot on a fixé l'origine en Ay, il vient :

0.111 —0.055
OX =a|0.111 ) + X | —0.055
0.012 0.997



Avec l'origine en Aj, on vérifie que My, - R = 0, ainsi le torseur {(A;, Fp_a,)} est
équivalent au vecteur lié (X, R) ou X est sur I’axe central. Et par conséquent X ne peut
pas étre G, car le centre de masse n’est pas situé sur cet axe. En effet OG = ¢ (1; 1; 1).

Les éléments de réduction du torseur par rapport & G sont R et M. Le moment de
force résultant par rapport au point G se détermine & partir du théoréme du transfert :

Mg =My, — OG AR, ce qui donne :

avm | 2 (L) 1/t | -1 GMm [ 3 5\ [}
M, — B D I () N | _ 02 [y
o |5v5\o /) 4\1) Vo \yq ms da \5v5 4)\

Probléme 2 :

Par définition un couple est un torseur dont la résultante est nulle. En particulier,
deux vecteurs liés et opposés {(P;,F), (P, —F)} constituent un couple de moment
M = P,P; AF. Réciproquement on peut considérer que le couple M exerce une force
sur chacun des points de fixation A et B. Comme la résultante doit étre nulle, on a
Fur.—a = —Fu,—p. On a donc deux vecteurs liés et opposés qui constituent le couple
de moment :

MC = |BA A FMC—>A| = |BA| |FMC—>A| sinf = —|BA| FMC—>A,y

Le méme raisonnement appliqué au point B, puis au couple Mp permet d’obtenir (on
prendra l'axe des y pointant vers le haut) :

FMC—>A,y Z—Mc/‘BA| et FMC—>B,y ZMC’/|AB|
FMDHA,y :MD/|BA’ et FMDHB,y :—MD/|AB|

Les forces verticales qui s’exercent aux points A et B pour résister aux couples sont les
forces de réaction aux forces mentionnées ci-dessus, ainsi :

Fr, =—(Mp—Mc)/[BA| =125 N
Fn, =—(Mc— Mp)/[BA|=—125N

Probléme 3 :

1. Le premier mouvement est décrit par les équations du mouvement :
— Pour t € [0; L/v] : z(t) = vt et v(t) =v
— Pourt € [L/v; L/v+ L/ev] : x(t) =L —ev(t — L/v) et v(t) = —ev
— Pourt € [L/v+ L/ev;L/v+ L/ev + L/e*v] : x(t) = e*v (t — L/v — L/ev) et

v(t) = e®v
— etc.
2. On a z(t) = xg cos(wt) et donc v(t) = —wxg sin(wt)
3. Ici z(t) = woe M et v(t) = —Azge

Pour les figures voir les pages suivantes.

)



Probléme 4 :

Pour 0 <t < 10 s, on obtient par intégrations successives :

a(t)
v(?)
s(t)

= —(2/10)¢2 + 2t

= —(1/60) t* +

—(2/30) t* + t* + vg
(1/3)t3 +U0t —|— So

Supposons qu'en tg = 0's, vg = 0 m/s et sg = 0 m. Ainsi en t; = 10 s, on obtient

vy = (100/3) m/s et 57 =

Ce qui donne en t, = 70 s,

on a: a(t)
v(?)
s(t)

Finalement en t3 = 72 s, vz =

(500/3) m. Pour 10 <t < 70s, on a:

a(t) =
v(t) =
S(t) = (t — tl) + S
= (100/3) m/s et so = (6500/3) m. Pour 70 <t < 72 s,

—(15/2)
—(15/2) (1 = t3) + v

= —(15/4) (t — t2)* + vo (t — t3) + 52

(55/3) m/s et s3 = (6655/3) ~ 2218 m.

15 -

10 -

t/(L/v)

v' /v

0.4
x/L

0.6

0.4 0.6 0.8 1

X/%,

0.8 1 0 0.2

F1G. 1 — Résolution du probléme 3, point 1.



0.8

0.6

t/(2m/w)

0.2 —

-1 -0.5 0

X/ %,

0.5

—

0.5

v/ (xy w)

-1 -0.5

0
x/%,

F1G. 2 — Résolution du probléme 3, point 2.

0.8 —

0.6 |~

t/A

0.4

0.2 —

-0.2

1v/ (% A)
o
lox)

-0.8

0.5

—

x/x,

F1G. 3 — Résolution du probléme 3, point 3.




Cours de Physique Générale I, Prof. Georges Meylan EPFL
Section de math lére année Série No 6 — 01.12.2006

Mécanique générale

Enoncé des exercices

Probléme 1 :

Pour chacun des mouvements ci-dessous, esquisser 2 a 3 orbites typiques dans I'espace
de phase (x, v) pour différentes valeurs des conditions initiales (xq, vo) & t = 0.

1. Mouvement oscillatoire harmonique : z(t) = zg cos(wt) + (vo/w) sin(wt), ot w
est une constante. On vérifiera que a(t) = —w?z(t) et que la fonction G(z, v) =
10?7 + 1w?z? est une constante du mouvement, ¢’est-a-dire :

G(z(t), v(t)) = G(xg, vo) Vit

Trouver 'amplitude du mouvement A = %(xmam — ZTmin) €t la vitesse maximale
en fonction de (zg, vg).
2. Mouvement uniformément accéléré : a(t) = ag, ou ag =cste. Vérifier que la fonc-
tion ]
G(x,v) = 51}2 — apr

est une constante du mouvement.

Probléme 2 :

Un promeneur apercoit une jeune fille en train de se noyer dans le lac. Il peut courir a
la vitesse v; et nager a la vitesse v,. Vérifier que la trajectoire correspondant au temps
minimal pour atteindre la jeune fille est telle que sin 6,/ sin 6y = vy /vy (voir figure).
Indication : se souvenir que les angles #; et 6 ne sont pas indépendants.




Probléme 3 :
Une Porsche atteint les 100 km/h en 5.4 s.

1. Quelle est I'accélération moyenne ?

2. A quelle vitesse vy constante doit rouler une 2 CV dans un virage de 40 m de
rayon pour que son accélération soit égale a celle obtenue pour la Porsche ?

3. Dans le virage, les freins de la 2 CV sont mis en action, provoquant un freinage
de décélération constante. Aprés un intervalle de temps At la vitesse est %vo.
Trouver 'accélération de freinage, le vecteur accélération a et son intensité |al.

Probléme 4 :
Estimer la vitesse |v| et 'accélération |a| d’un point immobile a I’équateur,
1. par rapport au référentiel géocentrique, et

2. par rapport au référentiel de Kepler — tel que défini en p. 64 du livre Mécanique
générale, & savoir par le centre du Soleil et trois étoiles fixes. (Pour cette estima-
tion, prendre ’axe des poles perpendiculaire au plan de la trajectoire de la Terre
autour du Soleil ; on admettra également que cette trajectoire est un cercle.)

Le rayon de la Terre vaut Ry = 6.37 - 10° m et le rayon de l'orbite terrestre est
Ry = 1.50- 10 m.



Cours de Physique Générale I, Prof. Georges Meylan EPFL
Section de math lére année Série No 6 — 01.12.2006

Mécanique générale

Corrigé des exercices

Probléme 1 :

1. L’orbite dans l'espace de phase est une ellipse de demi-axes A et wA (voir ci-
dessous et figure; on aurait pu aussi remarquer que G(x,v) = constante est
I’équation d’une ellipse et en tirer A directement).

z(t) = 1z cos(wt) + (vo/w) sin(wt)
v(t) =2(t) = —xow sin(wt) + vy cos(wt)
a(t) =o(t) = &(t
Montrons que %UQ + %uﬂx est une constante du mouvement, en substituant v et
x par leurs expressions respectives :

1 1,5, 1 w?

) = —zw? cos(wt) — vyw sin(wt) = —w? 2(t)

2

51)2 towat = g [—20 w sin(wt) + vo cos(wt)]® + 5 [z cos(wt) + (vo/w) sin(wt)]’
1 1
= 5 vg + 5 wzxg
Aux points Ty, €t Tz, on vérifie & = 0, ce qui implique zowsin(wt) =

V0
Tow

vy cos(wt), soit tan(wt) = 2. On a donc wt = arctan a un nombre entier

de 7 prés. Par conséquent,

Vo Vo . o)
Tmar = —ZImin = Lo COS |arctan | — + —sin |arctan [ —
Tow w Tow

Et A = $(Zmaz — Tmin) = Tmas- Rappelons ici que

. tan x 1
SN = —F/——— : CcCOST =

V1+tanlz V1+tan?x

On obtient alors

Tow
Tow Tow
La vitesse maximale se calcule de maniére semblable. On pose & = —w?x = 0,
qui implique g cos(wt) = —* sin(wt), soit tan(wt) = —*2. A un nombre entier
de 7 pres, on a donc wt = arctan (%) . Par conséquent,
. Tow Tow
VUmaz = —Umin = Tow SIn |arctan | — + vg cos |arctan | —
Vo Vo

2,,2
Tow

+ vg
= = =\/2j? +vf =wA
Tow
(14 =5
o




2. L’accélération est uniforme, ce qui implique v = agt+ vy et = £ agt? 4 vot + 2o,

et ainsi :
Lp By o /200 — a0) + 03
r=—0v'——+=x v = aplr — x v
2@0 2610 0 0 0 0

Montrons que %02 — apx est une constante du mouvement. Par substitution :

102 — QoT = 1@3752 + lvg + apvgt — ag 1aot2 + vt +2x9 | = lvg — apTy
2 2 2 2 2

v(t)
o
I

=2 Q 2 0 50 140 1560
x(t} x(t)

F1G. 1 — Résolution du probléme 1, point 1 (& gauche) et point 2 (& droite).

Probléme 2 :

Soit un repére orthonormé centré sur la position initiale du promeneur, avec l'axe x
perpendiculaire a la berge et dirigé vers 1'eau, et I'axe y paralléle a la berge. La berge
se trouve a la distance x;, de ce dernier; la position initiale du promeneur est (0, 0) et
la position de la jeune fille est (x2, yo); la vitesse du promeneur sur la terre et vy, et
v9 dans l'eau; le point de la berge ou le promeneur saute dans l'eau est (zp, y). y est
donc variable, puisque 6, et 65 sont variables.

Nous allons écrire l'expression du temps de parcours en fonction des distances
connues et des angles 6 et 65, puis en fonction de #; seul aprés avoir établi la re-
lation entre les deux angles. Ensuite on dérivera le temps de parcours par rapport a
I'unique variable 6, et, en I’égalant a 0, on trouvera la relation cherchée.

Comme on a deux segments parcourus chacun a une vitesse différente, le temps de
parcours total s’écrit :

L (27 + z7 tan? 01)1/2 [(z2 — ) + (22 — x3)? tan? 92]1/2
U1 (%
(1 + tan? 0,)"/? N (3 — x) (1 + tan®6y)"/
- U1 (%



Or on voit que

— xptand
Yo = xptan by + (zg — xp) tanby = tanfy = Y2 — Tptanty
To — Ty

Ainsi, le temps devient :

1/2

— — zytanf 2

t:@(1+tan201)1/2+x2 Ty [1+ (?JQ Tp tan 1) ]
U1 (% To — Ty

La dérivée par rapport & 6; donne alors :

dt o - rptan @ (1 +tan®0;) g Yo — zp tan b, 1 + tan? 6,

d(91 B U1 \/ 1 —+ tanQ 81 VU2 T2 — Ty \/1 + (ygxbtan91)2

I2—XTp
x T 1+ tan4
— tan6,4/1 + tan26, — = tan 6, - !

Uy (3 \/1 + tan? 0,

D’ou on déduit, puisque 1 + tan?6; = 1/ cos? 6; :

tanty 1  tanfy 1 1 N sinf;  sin6y
v cost, vy cos? 61 /1 + tan2 6, V1 9

Remarquons que cette expression est identique a la loi de Snell nq sin #; = nysin 6y qui
décrit la réfraction de la lumiére entre deux milieux d’indice de réfraction n; = c/v;.
La lumiére suit donc le trajet qui minimise son temps de parcours.

Probléme 3 :
1. L’accélération moyenne est donnée par

100 km/h - 1000 m/km
~ 5.45s-3600s/h

<a> = 5.14 m /s

2. On considére un mouvement circulaire uniforme. Paramétrisons la trajectoire par
un paramétre s tel que :

cos b do 1
XZR(sine) et s=RHI= = &ZE

Le vecteur 7 est tangentiel a la trajectoire et d7/ds est le vecteur perpendiculaire
a 7 dirigé vers le centre du cercle. Ces vecteurs sont donnés par :

dx dxdé <— sin 9) . dr drdéb 1 (cos 0)
_ _ _ o _ _

T = T d0ds — \ cost 45 " dods ~ R \sind

L’accélération normale |a,| =< a > et la vitesse vy sont données par :

dr v? (cosf
a, = v’ - % (sin@) = vy =+/Rla,| =14.34 m/s = 51.6 km/h



3. Le freinage est de décélération constante v(t) = vt + vg, et aprés un intervalle de
temps At, on a v(At) = vy/2, ainsi 'accélération de freinage est v = —vy/(2At).
Ce qui donne pour les accélérations tangentielle et normale :

a, = 0T =——0L —sinf = -0 et soit a ——|a|——ﬂ
T  2At \ cost ) oAt T R VN
v23(t) (cos® 1 cos 6 1
an(t) = — R <Sln0> = _ﬁ (UO + CLTt)2 (Sll’l@) = _E (’UO + aTt)z e,

Le vecteur accélération et sa norme s’obtiennent (puisque e, L e.) par :

1
a=a,+a, = [|a=a)+al=—1;(v+at) +a

Probléme 4 :

1. Notons Ry le rayon de la Terre. Le mouvement est circulaire uniforme, la vitesse
et l'accélération sont donc :
21 Ry v? 2
=_———— =047k t |aj=— =3.37-107?
V= 516060 s m/s et Jal = m/s

2. Notons Ry le rayon de l'orbite que décrit la Terre autour du Soleil, et Ry le
rayon de la Terre. Choisissons alors le Soleil comme origine O du référentiel et
supposons la position initiale du point P a I’équateur de sorte que :

OP — Ry cos(Qt) — Ry sin(wt)
— \ Rosin(2t) + Ry cos(wt)

o Q =27/(365-24-60-60) rad/s et w = 27/(24-60-60) rad/s. De la, on déduit
la vitesse et 'accélération en dérivant par rapport a ¢ :

 [—RyQsin(Qt) —Rrw cos(wt) ‘g —Ro2% cos()  +Ryw?sin(wt)
V7 ReQcos()  —Rypwsin(wt) ) ¢ 2T \ —ReO2sin(Qt) —Ryw? cos(wt)

La norme de la vitesse vaut :
v = R3O? + R3w? + 2Ry R7w [sin(Qt) cos(wt) — cos(Qt) sin(wt)]

Le premier terme du membre de droite est nettement plus grand que les deux
autres, si bien que : |[v| ~ RoQ ~ 30 km/s. Enfin la norme de I’accélération vaut :

la]? = RO + R3w* 4+ 2RoO? Rrw? [sin(t) cos(wt) — cos(Qt) sin(wt)]

Rappelons que cosasin f = [sin(a + §) — sin(a — 3)] /2, et que 2 < w, ce qui
implique (w+ Q) ~ (w — Q) ~ w, d’ou :

2R092RTU)2 .
e R sin(wt)

la|® ~ (R3O + Rjw?) (1

Or v1—2~1—2x/2 pour x < 1, ainsi

la| ~3.45-1072 (1 —0.17 sin(wt)) m/s”



Cours de Physique Générale I, Prof. Georges Meylan EPFL
Section de math 1lére année Série No 7 — 08.12.2006

Mécanique générale

Enoncé des exercices

Probléme 1 :

Un archer vise une cible & 50 m. La vitesse initiale de la fleche étant 65 m/s, a quelle
hauteur au-dessus de la cible faut-il viser ? (La position initiale de la fleche est a la
hauteur du centre de la cible.)

Probléme 2 :

Une voiture ayant renversé un piéton, I’agent fait les constations suivantes :

— deux traces de freinage paralleéles d’une longueur de 60 m, commencant 13 m

avant le passage pour piétons dont la largeur est de 4 m,

— des débris de phares 13 m aprés le passage pour piétons,

— les phares de la voiture se trouvent a 1 m de hauteur,

— la voiture peut avoir une accélération de freinage de 5.2 m/s?.
Attribuer les responsabilités sachant que la vitesse maximale autorisée est de 50 km /h.
En particulier, est-ce que la voiture était en exces de vitesse ? Et le piéton traversait-il
sur le passage pour piétons ?

Probléme 3 :

Un satellite se trouve sur une orbite circulaire autour de la Terre lorsqu’un accident se
produit, modifiant la direction de la vitesse sans changer son intensité (voir figure). On
admet que le mouvement du satellite par rapport au référentiel géocentrique est décrit

par
X N 14 _3_.-2
a= _KTW ol Ky = 3.98-10" m°s
X

Montrer que la nouvelle trajectoire est une ellipse de demi-grand axe égal au rayon
de la trajectoire circulaire, d’excentricité e = sin a. Calculer 'apogée et le périgée. Le
satellite se trouvant initialement a 700 km d’altitude, pour quelles valeurs de I'angle «
le satellite s’écrasera-t-il sur la Terre? Le rayon de la Terre vaut Ry = 6.37 - 10° m.



Probléme 4 :

Une cométe est observée a 100 millions de km du Soleil avec une vitesse de 50 km/s.
Sachant qu’a cet instant la vitesse de la cométe fait un angle de 45° avec le vecteur
comeéte-Soleil, quelle sera la nature de la trajectoire ? Calculer le périhélie.



Cours de Physique Générale I, Prof. Georges Meylan EPFL
Section de math lére année Série No 7 — 08.12.2006

Mécanique générale

Corrigé des exercices

Probléme 1 :

Soit un repére orthonormé centré sur la position initiale de la fleche avec 'axe x ho-
rizontal dans le sens de la trajectoire et 'axe y vertical pointant vers le haut. Soit «
l’angle entre 'axe des = et le vecteur vitesse initiale vy, de norme vy = 65 m/s. Le
mouvement de la fleche est décrit par :

x(t) =wvpcosat
y(t) = —3gt> +vosina t

L’impact de la fléche se produit en ¢, lorsque z(t;) = x; = 50 m et y(¢;) = 0 m, ainsi :

1

1 ) T
0=1y(t1) :—ggt%ﬂLvosma t :__g< !

2
t
5 ) + 1 tan o

Vg COS (¢

D'ou sin(2a) = z1g/v2d = « = 3.3° 1l faut donc viser une hauteur h = z; tana =
2.9 m au-dessus de la cible.

Probléme 2 :

Soit un repére orthonormé centré sur la position de la voiture au commencement du
freinage, avec I'axe = horizontal dans le sens de la trajectoire de la voiture, et 'axe y
vertical pointant vers le haut. La voiture suit les équations du mouvement :

.T(t) = %agtz + vot + xg
v(t) = apt + v

avec rg = 0 m et aqp = —5.2 m/s?. A Pinstant ¢; ou la voiture s’arréte, z(¢;) = ; = 60 m
et v(ty) = vy = 0 m/s. Ainsi t; = —vy/ao, et v9 = V/—2apx; ~ 90 km/h. La voiture
était donc largement en excés de vitesse.

Soient (x2, y2) les coordonnées des débris de phares a I'instant ¢, de la collision, avec
y2 = 1 m. Et soient (x3,ys) les coordonnées ou ’agent a retrouvé ces débris. On sait que
(3,73) = (30,0) m. Au moment de la collision, les débris ont une vitesse horizontale
vo. Ils parcourent ensuite en chute libre une distance horizontale Ax = x5 — x5 et une
hauteur —Ay = y3 — o, telles que :

Tr3 = Ug(tg — tg) + X9 = (a0t2 + Uo)(tg — tg) -+ %aotg + Uotz

Yys = —%g(ts —t2)* + o = ts —to = \/2Ay/g

Ce qui donne
2A
Vo —y — 3| = O
Y

2A
ag =Y + Vo
g

a
Eotg + lo +




Cette équation en ty a deux solutions, mais I'une d’entre elles n’est pas physique puis-
qu’elle donne t5 > t;. Il ne reste donc que :

1 2Ay 2Ay
to=— 1| — |apy | — + vy gy | — + Vg
Qo g g

Ainsi au moment de la collision, le piéton se trouvait en xy = %aotg + voto = 21.0 m,
c’est-a-~dire a 4.0 m du passage pour piétons.

2
2Ay

+ — 2ag [UO — — :c3] =0.93s
g

Probléme 3 :
Sur 'orbite circulaire de rayon ro = Rr + h, le satellite avait une vitesse v telle que :

[Vol*/ro = laa| = [a] = kr/r5 = v = |vo| = Vkr/ro

L’accélération est en r=2, il existe donc 2 constantes du mouvement C’ et K’. Déter-

minons ces constantes immeédiatement aprés 1'accident, sachant que |vj| = vy :

A 1 KT 1kp
C”:C’:r/\v’:rvmn(— a)zrvcosa et K'=_vf— —=—-—
|C'| = |ro A vy 0o 5 + 0o 290 T 270
On sait que le demi-grand axe a de la nouvelle orbite vérifie |K'| = |k7|/(2a) et donc

a = |kr/(2K")| = r¢. En outre :

a b2 C’?
|,{T|:C”2_ = e=14/1— 2= =,/1 =1+v1—cos?2a=sina

b2 a? ke

On calcule le périgée 7y, = a(l —e) = ro(1 — sina) et Papogée rpe: = a(l +¢e) =
ro(1 4 sin a). Le satellite s’écrase sur la Terre si :
Ry

Tmin < R & sin v > 1_7’— = o > 5.7°
0

Probléme 4 :

La cométe est située en 7o = 10'' m avec une vitesse vy = 5 - 10* m/s. L’accélération

est :
X

a=—Kg— ol kg =1.327-10% m3s?
|x/[?
Et les constantes du mouvement sont :
C =|C| = |ro A vg| =rovpsin (g + a) = rovgcosa = 3.5- 10" m?s~!

K =1iv— ’;—j = —7.7-10" m2s2

1
2

Dans le cas présent K < 0, la trajectoire est donc une ellipse. De plus le demi-grand
axe a vérifie |K| = |kg|/(2a), ainsi a = 8.6 - 10" m. En outre :

5 [ b2 C?
|kg| =C 7 = e s sl 0.9

Le périhélie vaut 7, = a(l —e) = 0.5 - 10! m.




Cours de Physique Générale I, Prof. Georges Meylan EPFL

Section de math lére année Test du semestre d’hiver — 15.12.2006

Mécanique générale

Enoncé du test

Probléme 1 :

Aprés examen de la figure ci-dessous, trouvez les forces Fg et F¢ exercés par le mur.
Le cable est de poids négligeable et les poids de la poutre et du corps suspendu sont
15 et 300 kg. Au point B il y a un pivot, c’est-a-dire que le moment des forces agissant
sur B est nul.

Probléme 2 :

Un hélicoptere doit soulever une dalle de 900 kg. Les cables sont attachés selon le
schéma de la figure ci-dessous. Déterminer la force de tension dans chaque cable.

A=(00;0:1)
B =(0;-1: 0) J‘3
C=(0,6;12;0)

D=(-05140) |A
[Ll=m




Probléme 3 : Calculer les forces qui s’exercent sur la poutre, sachant que AB=3 m,

AC=5 m, AD=4 m, masse de la poutre M=6 kg et masse du lapin m=1.5 kg.

Probléme 4 :

Un corps se déplace sur le diamétre d’un disque tournant a vitesse angulaire 0 = wy
constante autour de son axe, qui est perpendiculaire au plan du disque. Trouver la
trajectoire, la vitesse v et l'accélération a du corps (en fonction de @), sachant qu’il
s’éloigne du centre a vitesse 1 = vy constante, et que r = 0 et § = 0 at = 0. Calculer les
accélérations tangentielle et normale. Quel est le rayon de courbure de la trajectoire ?

Indications :

- On utilisera les coordonnées polaires.

- Pour le calcul des composantes tangentielle et normale de I'accélération, il est utile
de se souvenir que le vecteur unité dans la direction tangentielle est 7 = v/|v|

Probléme 5 :

Un village situé a une altitude de 1400 m est ravitaillé par un avion volant a 250 km /h
et 1700 m d’altitude. A quelle distance horizontale du village le pilote doit-il lacher sa
cargaison ? On néglige les frottements (la cargaison n’a pas de parachute, seulement
des airbags).



Cours de Physique Générale I, Prof. Georges Meylan EPFL
Section de math lére année Test No 1 — 15.12.2006

Mécanique générale
Corrigé du test

Probléme 1 :

Ecrivons les deux critéres de stabilité statique, en appelant F 4, Fg, F¢ les forces qui
s’appliquent aux points respectifs A, B et C, et Fp le poids de la poutre qui s’applique
en son centre de gravité, au point D situé a mi-chemin de B et de A. On place 'origine
O au point B, et on définit un axe x horizontal et un axe y vertical.

F,+Fg+F-+Fp = 0 (1)
OAANF4+OCAF-+ODAFp, = 0 (2)

Soit M = 300 kg la masse du corps suspendu, m = 15 kg la masse de la poutre, la
longueur CA = 10 m et I'angle o = 30 degrés. Les conditions 1 et 2 s’écrivent plus

explicitement :
0 Fg Feo 0 (0
(irg) = ()« ()= (0) = ()
CA CA CA
Mg-sin(z—a)— Fo -sina + mg sm(z—koz)zo
CoS (v 2 Cos (v Ccos (v 2

La condition 1 nous donne immédiatement

Fo = —Fp
F, = (M+m)g=3l5g

et la condition 2 fournit : )
Fo=g(M + §m) cot a
Avec a = 30°, M = 300 kg et m = 15 kg,

—532.6

Fo=g-5326 N=5326kef = Fo = ( ;

)kgf = |Fc| = 532.6 kgf

532.6
Probléme 2 :

Ecrivons les deux conditions d’équilibre, en désignant les forces de tension dans les
trois cables par F4, FZ et FC :

FE+F+FP +mg = 0
OBAFP+0OCAF°+0ODAFP = 0



La premiére condition s’écrit explicitement

0 F¢ EP 0 0
FP L+ |FC )+ | EP ) + ( 0 ) = (0)
FB FC EP —mg 0

z

et la seconde

0 0 0.6 F¢ —0.5 FP 0
—1L)AEZ |+ 12| A ES |+ | 14 | A[FP] = [0
0 FP 0 F¢ 0 FP 0
—FP 1.2F¢ 1.4FP 0

( 0 >+ —0.6F¢ + 0.5FF = (0)
0 0.6FF — 1.2F¢ —0.5FP —1.4FP 0

La premiére condition implique :

F¢ = —FP
B _ C D
FP = —(FC+FpP)

FP+FC+FP = myg
et la seconde :

FP = 12F° +14FP=24FP
5

F¢ = ZpP
z 6 z
FC¢ = 2FC+§FD+ZFD
y xT 6 y 3 X

A ces six équations s’ajoutent les coordonnées des points A, B, C et D, qui permettent

en particulier d’écrire
B _ B
F; =F,

puisque le segment BA est incliné de 45° sur le plan BCD, et

FE=0

Partant de (3) et y substituant (4) et (5), on obtient (2.4 + 2 4+ 1)F” = mg, donc

FP = 023622mg

FP = 24FP =056693mg=F/

5
F¢ = 6FZD:().1968&mg

Comme FZ = 0, on peut déja trouver le module de F? :

FB =/2.0.56693m g = 0.80176 m g= 721.6 kgf = 7078.7 N




Utilisons a présent la géométrie de la situation :

CA

OA _F  pe _ ——F¢ =062 +1.22+1F° = V28 F°

CA~ FC© — oA 7 ‘ S
— 0.3294m g = 296.45 kgf = 2908.2 N

OA FP DA

jﬂ:ﬁ:>£;ﬁﬂ@:m§Hﬁﬁﬁkﬁmﬁ

= 0.4232m g = 380.90 kgf = 3736.6 N

Probléme 3 :

En premier lieu, il s’agit de déterminer le centre de masse (CDM) de la poutre : on a
une masse linéique

M 6
O - — Zkom!
Pr=ac T 5 e
et, en placant l'origine O en A, on obtient formellement
6 16 6
OG = Ml/ dep(z)x = ——/ rdr=2.5m
0 65 Jo

A présent, on peut appliquer les deux criteres de stabilité, & savoir que la résultante des
forces est nulle, ainsi que la somme des moments. Avec un axe = horizontal et un axe
y vertical, 'origine étant en A, on a deux forces de réaction fournie par les supports,
F 4 et Fg; toutes les forces n'ont qu'une composante selon y :

FA + Ppoutre + FB + Plapin =0

FatFy—6-g—15-9 = 0
= Fy+Fp = 7.5¢
2-5'Ppoutre_3'FB+4'Plapin = 0

= 25:-6g—3-Fg+4-159g = 0
= FB = 7g

On trouve donc finalement

Fy=0.5kgt, Fg=717.0kgt

Probléme 4 :

On choisit les coordonnées polaires qui sont naturelles ici. En admettant pour simplifier
que # =0 ent =0, on a la trajectoire paramétrique

r(t) = vt
9(75) = u)ot
La trajectoire r(6) s’écrit donc
Vo
r=—=¢0
Wo

Il s’agit d'une spirale d’Archiméde. En coordonnées polaires, la vitesse s’écrit

v=re. +rles=uvoe +rwyey=1vpe +vo0e

3



et I'accélération prend la forme

a = (F—rfe, + (rf+2rf) ey

a = —rwger+2vowoe9: —vgwo e, + 29wy ey

L’accélération tangentielle est donnée par la dérivée temporelle du module de la vitesse :

wWo ’er

Vo
= - 99 = 2"
2v 1+ 0? V1+6?

Il est également possible de la calculer par le produit scalaire de a et de 7 :

V=1 + 032 =vV1+ 60> = a. =0

A e, +vghey e.+0e
T = — — ==

V| we V1L 1+ 62

1 0
ar =a - T = (—'Uo(,dog 21)0&)0) <é> 0o

VIt Vit ?

Pour obtenir ’accélération tangentielle, il faut définir les composantes du vecteur unité
n. On voit facilement que n, = —7, et que n, = 7,, donc

2+ 02

_9 1
) ( 1 ) VIt e

Pour obtenir le rayon de courbure p, il faut se souvenir que

a, =a-n = (—vowol 2vowy

o dT 2

a, =0v"-— =
ds

n
p

On a donc

v (L4 0V w(1 4 62)3/2

an  vowo(2+60%) we(2 4+ 62)

p:

Probléme 5 :

La cargaison tombe en chute libre sur une hauteur A = 300 m et est animée de la
méme vitesse horizontale que I'avion, a savoir 250 km /h ou 69.444 m/s. L’accélération
verticale est celle de la pesanteur, g = 9.81 m/s*>. On a h = %gtz, ou t est le temps de
chute qui vaut donc

| 2h
l=4/—=782s = d=vyt=6944-t =543 m
9



Cours de Physique Générale I, Prof. Georges Meylan EPFL
Section de math lére année Série No 9 — 22.12.2006

Mécanique générale

Enoncé des exercices

Probléme 1 :

La fréquence de vibration d’une molécule HCl est v = 8.5- 10" s7!. En admettant que
le Cl est immobile et que le mouvement de H est oscillatoire harmonique d’amplitude
0.1 A, quelle est la vitesse maximale et quelle est accélération maximale ?

Probléme 2 :

Un satellite se trouve sur une orbite circulaire & 400 km de la Terre. Quelle est la vitesse
tangentielle de lancement nécessaire pour atteindre la planéte Neptune et quelle sera
la durée du voyage 7 On négligera I'excentricité des orbites planétaires, et on admettra
pour ce calcul que que le mouvement du satellite par rapport au référentiel de Kepler
est décrit par I’équation

X

7, W avec s, = 1.327 - 10%° m3s2
X

a = —

Quelle sera la vitesse de lancement par rapport a la Terre si le satellite est lancé dans
le sens de la rotation de la Terre autour du Soleil ?

Rappel :
— Rayon de la Terre : Ry = 6.38 - 10° m
— Rayon de l'orbite terrestre : ar = 1.496 - 10! m
— Rayon de l'orbite de Neptune : ay = 4.497 - 10?2 m

Probléme 3 :

1. En admettant que le mouvement de la Terre autour du Soleil est circulaire uni-
forme, évaluer la période de rotation T" de la Terre autour de I’axe des poles par
rapport au référentiel de Képler. T' est en fait la durée du jour sidéral a mieux
que 1072 s prés.

2. Sachant que l'orbite de la Terre est en réalité une ellipse d’excentricité 0.017,
évaluer la différence entre la durée du jour solaire au périhélie et a I'aphélie.

Pour ces estimations, on prendra 'axe des poles perpendiculaire au plan de la trajec-
toire.



Probléme 4 :

Soit 7, et v, le périhélie et la vitesse correspondante d’une cométe dont 'orbite est une
parabole. Etablir les résultats suivants :

1. ’équation différentielle du mouvement est

. 6
0= % cost =
Tp 2

2. lintervalle de temps pendant lequel la distance de la cométe au Soleil est inférieure
arp =1 UA est, en années,

V2 —T—p-(1+zr—p>

3 rT rr

On tiendra compte des relations
/ 0 (i s ? o o ? > 1—cosf
— = an — + — tan” — e an— | = — "~
cos? g 2 3 2 2 1+ cosf

Probléme 5 :

Un électron de vitesse vy = 4 - 10° m/s se trouve a une distance de 100 A d’un proton.
En admettant que le proton reste immobile et que le mouvement de 1’électron est tel
que

1 e x

e E@

ou O est la position du proton et m,, —e la masse et la charge de ’électron, y aura-t-il
formation d’un atome d’hydrogéne ?

Rappel :
— L =289876-10° Nm?(C?

4meq

—e=1.602-1071 C
— me = 9.109-1073! kg
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Mécanique générale

Corrigé des exercices

Probléme 1 :

Le mouvement oscillatoire harmonique est de la forme (eq. 6.21, p. 147 du livre de
Gruber & Benoit)

z(t) = A cos(wt+0)
= i(t) = —Aw sin(wt+ ) = Vpar = Aw = 5.341 kms™*
= i(t) = —Aw? cos(wt+08) = Apmae = Aw® = 2.852- 10" ms?

Avec
y=285-108s! = w=2rr=>5.341-10" radians™!

et A=0.1A=10"1"m.
Probléme 2 :

Avec ce type de mouvement central, on a la constante du mouvement

|%S|
2a

1 s
“vio K avee |K|=
2 ]

ol a est le demi-grand axe de l'orbite de transfert (appelée aussi orbite de Hohmann).
On suppose en effet que le satellite est propulsé de sorte que son trajet de la Terre
a Neptune soit une demi-ellipse tangente & l'orbite terrestre a son périhélie (au point
T), et tangente a l'orbite de Neptune & son aphélie (point N). Si ar et ay sont les
rayons des orbites de la Terre et de Neptune respectivement, alors le demi-grand axe
de Dorbite de transfert vaudra (en négligeant le rayon de la Terre et l'altitude h du

satellite)

1
a= 5(aT +ay) =2.3233-10"% m

La durée du voyage sera égale a la moitié de la période orbitale :

1 a’ 3
—Topy =14 — = 9.658 - 10° s = 30.6 ans
2 M

La vitesse en T' vaudra

1, s 1 1
A=K+ = [ — — —
2T +aT * <aT 2a>

caer—%
a

1 1
=  Ur= \/2 2 (— — —) — 41436 ms' = 41.4 kms™!

ar 2a

1



Il s’agit de la vitesse dans le référentiel de Kepler, donc de la vitesse “absolue”. Pour
connaitre le supplément de vitesse qu’il faut fournir, et donc la quantité de carburant
nécessaire, on doit soustraire la vitesse du satellite sur son orbite autour de la Terre et
la vitesse orbitale de la Terre autour du Soleil :

1. Vitesse du satellite sur son orbite autour de la Terre :

xr xr
Vsat = =
Qsat RT + h

Avec 20 = 3.98 - 10" m®s™2, Ry = 6.38-10°® m et h = 400 km = 4 - 10° m, on
trouve

Vet = 7.66 kms™?

Le supplément de vitesse nécessaire par rapport & la vitesse orbitale du satellite
est donc vy — 7.66 = 33.68 kms™!, dont une grande partie est fournie par la
vitesse orbitale de la Terre calculée ci-dessous.

2. Vitesse orbitale de la Terre autour du Soleil :

Vrory = 1| =2 = 29.78 km s ™!
ar

La vitesse de lancement (& partir de l'orbite du satellite autour de la Terre) vaudra
donc seulement :
Vigneement = 33.68 — 29.78 = 3.9 kms™!

Probléme 3 :

1. Si 'année compte 365.25 jours solaires, elle compte 366.25 jours sidéraux. En
effet, par rapport a une direction fixe dans le référentiel de Kepler, une rotation
de la Terre sur elle-méme s’accomplit en un peu moins d’un jour solaire. Cela est
di au mouvement orbital de la Terre, qui oblige celle-ci a tourner d’un petit angle
supplémentaire pour retrouver le Soleil au méridien, ce petit angle correspondant
au parcours orbital angulaire Af effectué en un jour. Donc un jour sidéral dure

365.25

T =24
3600366.25

= 86400 - 0.997270 = 86164.1 s = 23h 56 min 04.1s

et I’angle diurne moyen, exprimé en secondes de temps, vaut donc :
< A >= 23595 =3minb5.9s

2. Pour tout mouvement central, on a r? 6=C qui n’est autre que la loi des aires de
Kepler. Par conséquent, on peut écrire pour ’angle diurne au périhélie, a ’aphélie
et moyen respectivement :

CAt a0, = Cary <n05= Sar

2
min max aT

AbOpr ([ ar \*  Aby [ ar )\’
<A9> n Tmin ’ <A9> B Tmax

2

A‘9pe7" -

On a donc




La formule 6.63, p. 161 du livre de Gruber & Benoit donnent 7,,;, = a(1l — e) et
Tmae = (1 + €). Par conséquent,

Abe, 1 \?
= = 1.034
< A > (1 - e> 03489
= Abp, = 1.03489-235.9 = 244.1 =< A > +8.2 s
Ab,, 1 \?
= = 0.966848
< A > (1 + e>

= Af,, = 0.966848 -235.9 = 228.1 =< A0 > —7.8 s

En un jour, la Terre doit faire en moyenne un complément de tour < Af >=
235.9 s (en plus d’une rotation sidérale) pour retrouver le Soleil au méridien. Mais
au périhélie, elle doit faire un complément de tour Af,., = 244.1 s, soit 8.2 s de
plus que la moyenne. A 'aphélie, ce complément se réduit & Af,, = 228.1 s, soit
7.8 s de moins que la moyenne.

Probléme 4 :

1. La trajectoire est une parabole, donc e =1 et K = 0, et I’équation de la trajec-
toire en coordonnées polaires se réduit a (6.59 p. 160) :

r(1+4cosf)=d
Dérivons par rapport au temps :

(14 cosf) —rsinfh = 0
rl4cosf . (1 + cos 0)?

v = rsing | dsind
: 1 6)>
fz%sin@ (p.165) = 0 = %sin&%:%(l—l—ms@y
4,0
= —gcosg
C=r*0=r,v, (p.159) ; d = 27, (p.161)
= § = %cos‘lg
w2

2. Intégrons I’élément de temps en tenant compte de I’équation du mouvement ob-
tenue ci-dessus, entre les limites —#; et +6;, qui sont les angles pour lesquels
r=7rr.

+61 dt +61 de +61 do
T:/ —d@z/ o [T A0

0
g, b o, 0  UvpJ_g cost3

4 1 4 0 1
= (tanﬁ + = tan® ﬁ) — tan — <1 + = tan® ﬁ)
Up 2 3 Up 2 3 2

~4r, (1—cosb, 1/2 _I_ll—cosHl
N Up 1 + cos 6, 3 1+ cos by

—_

w



Or 60, est défini par ’équation de la trajectoire en coordonnées polaires, et on se
souvient que pour une parabole, d =27, :

rr(14+cosby) =d = l—f—COSQl:QT—p & 1—00891:2( —&)
rT

On obtient alors
T 1/2 T
Up rp/TT 3 rp/rr
_ A (e T (1 1
Uy \Tp rr Ty, \'r 3 37y

3/2
_ Ay 1- 7 (142
3 Upy/Tp T

Cherchons maintenant la relation entre v, et r,. On a la constante du mouvement
K = 0 pour une parabole :

1 5
“2oZ =
2 x|
1
Lo _ %
2 P Tp
= UpSTp = 2 s,

On a donc finalement

47“3/2 r r
T=—-7"T_/1--2 <1+2—p> [s]
3\/5\/%5 T T

ou T est donné en secondes. Pour exprimer T en années, il faut se rappeler que
1 année = T = 27 7“;/2/,/%3 (cf. par ex. eq. 6.82 p. 168). En divisant T" par Ty,

on trouve bien
_ \/§ 1 TP (

3w rT

T 142 T—p> [ans]

T

Probléme 5 :

Il s’agit de calculer la constante du mouvement K et de voir si elle est négative
(systéme lié) ou positive (diffusion) :

1, 1 e

— v — — =K avec »x=-+

>0
2 x| dme, me

Pour v = vy = 4-10° ms ' et [x| = 100 A= 10-% m, on obtient K = —2.53 - 10'° m?s—2.
C’est donc un état lié : selon l'interprétation classique (i.e. non quantique), il se
forme alors un atome d’hydrogene.
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Mécanique générale

Enoncé des exercices

Probléme 1 :

1. Quelle est la vitesse angulaire de rotation de la Lune par rapport au référentiel
géocentrique, et ol est le centre instantané de rotation ?

2. Méme question pour la rotation axiale de la Terre dans le référentiel de Kepler.

3. Méme question pour la rotation orbitale de la Terre considérée comme un point-
masse.

4. Si, pour la premiére question, on se place dans le référentiel du centre de masse
du systéme Terre-Lune, ol est le centre de rotation ? Exprimer la position de ce
centre en rayons terrestres.

5. De méme, si on se place dans le référentiel du centre de masse du systéme Soleil-

Terre pour la troisiéme question, quelle est la position du centre de rotation en
rayons solaires ?

Indications :
— Période de révolution propre et orbitale de la Lune : 27.32 jours
— Rayon de la Terre : Ry = 6.38-10° m
— Rayon de l'orbite lunaire : a; = 384 - 10° m
— Masses de la Terre et de la Lune : My = 5.98 - 10* kg; M;, = 7.35- 10?2 kg
— Rayon de l'orbite terrestre : a; = 1.496 - 10! m
— Rayon et masse du Soleil : Ry = 6.96 - 10° m; M, = 1.99 - 10 kg

Probléme 2 :

Un disque de rayon r roule sans glisser sur un disque immobile de rayon R (voir figure).
Exprimer la vitesse de rotation du disque de rayon r en fonction de 6. Dans le cas ou
0 est constant, exprimer la vitesse et I'accélération d’un point P du disque mobile en
fonction de . On considére qu’il n’y a pas de force de gravité.




Probléme 3 :

Le mouvement du point P de I'exercice précédent est analogue au mouvement d’une
planéte dans le modéle de Tycho Brahé : la Terre serait en O, le Soleil en S et la planéte
en P. Comment choisir les rayons r et R si I’on veut reproduire la période synodique
de Vénus?

Indication : la période synodique est I'intervalle de temps qui sépare deux conjonctions
inférieures de Vénus (c’est-a-dire deux passages de la planéte entre la Terre et le Soleil),
par exemple. Pour la Lune, la période synodique est celle des lunaisons (temps qui
sépare deux pleines lunes).

On a bien “sauvé les apparences” quant a la période synodique de Vénus, mais le
rayon de son orbite est-il correct 7 Comment pourrait-on corriger le modéle pour situer
Vénus a la bonne distance du Soleil ?

Indications :
— Période synodique de Vénus : P, = 1.599 ans
— (Période de révolution sidérale de Vénus : Py = 0.615 ans)
— Rayon de l'orbite de Vénus : Ry = 1.083 - 10! m = 0.724 UA

Probléme 4 :

On tire sur le fil d'une bobine avec une vitesse horizontale v, constante (voir figure).
Déterminer la vitesse de rotation de la bobine et la vitesse du point C' (centre de la
bobine). Trouver l'accélération des points A, B (point ou le fil est tangent a la bobine)
et C' de la bobine, sachant que celle-ci roule sans glisser sur le sol.
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Mécanique générale

Corrigé des exercices

Probléme 1 :

1. La Lune présente toujours la méme face a la Terre, ce qui signifie que sa vitesse
de rotation propre est égale (aux effets de I'excentricité orbitale prés, que I'on
néglige ici) a sa vitesse de rotation orbitale. La période de révolution étant P =
27.32 jours et un jour comportant 86400 secondes, on obtient

2
WLune = % — 0.230 rad jour ! = 2.662 - 1076 rad s~

Le centre instantané de rotation est I'axe qui passe par le centre de la Terre et
est perpendiculaire au plan de l'orbite lunaire (ou, approximativement, au plan
de I'écliptique).

2. Un jour sidéral comporte 86164 secondes, si bien que

2w
iurne,Terre — =17.292- 10_5 d -1
“iurne,T 86164 raas

Le centre instantané de rotation est 'axe du Monde (axe NS).
3. Une année comporte 365.25 - 86400 = 3.156 - 107 secondes, donc

27

m = 1991 . ]_0_7 rad S_1

Worbite,Terre —

Le centre instantané de rotation est 'axe passant par le centre du Soleil et per-
pendiculaire a 'écliptique (plan de 'orbite terrestre).

4. Dans le référentiel du centre de masse du systéme Terre-Lune, 1’axe de rotation
se confond avec le centre de gravité, et se trouve a une distance

My

d=—————a;, =073 R
MT"‘MLCLL T

du centre de la Terre.

5. Dans le référentiel du centre de masse du systéme Soleil-Terre, la situation est la
méme que ci-dessus et 1’axe de rotation se trouve & une distance

My

d=———ar=0646-10"" R

Mg+ My " ©
du centre du Soleil. On voit que 'axe passe quasiment par le centre du Soleil,
alors que dans le cas du systéme Terre-Lune, il est plus prés de la surface terrestre
que du centre.



Probléme 2 :

On peut écrire la vitesse du point S des deux facons : d’abord en considérant 1’axe
instantané de rotation en A, puis en O, ce qui donne les deux expressions suivantes :

v, = wWAAS=uwrey
ve = (R+r)0ey

w:(l—l—E) éeg
r

La vitesse du point P est ’addition de la vitesse du point S par rapport a A et de
celle du point P par rapport a S :

ce qui permet de déduire

Vp = Vg+Vgp
= wAAS+wASP

= <1+§> Oreq+ <1+§> 9e3/\SP
. R\ .
= (r+R)9e9—|—<1+?) fes A SP

Pour I'accélération, partons du théoreme 8.19, en se souvenant que 6 = constante =

w=0:
ap=ags+wA (wASP)

ol le premier terme représente l'accélération du centre du petit disque, tandis que le
second terme représente 'accélération du point P par rapport au centre S du petit
disque.

Le point S suit un mouvement circulaire uniforme ; de maniére générale on a dans
ce cas (formule 6.44 p. 153 du livre de Gruber & Benoit) :

as = WAX—wxX
= WwRey—w?’Re, (R =dist. S— axe)
Ici,w=f0etw=0 = ag = —0*(R+r)e,
WwA(wASP) = —w?SP
= ap = —0*(R+r)e, —w?SP ici w concerne le petit disque

" R\? .,
= —(R+r)0°e, — 1+? 6 SP

Probléme 3 :

Vénus se retrouvant entre la Terre et le Soleil tous les 1.599 ans, on peut écrire que la
distance parcourue par Vénus au cours de ce cycle (équivalente & un tour du disque
mobile) est égale a 1.599 fois la circonférence du disque fixe :
2rr = 1.599-27 R
R 1

= — = —— =10.626
r 1.599

Rir — T(E+1>:1.626r=1UA
T
r = 0.615UA ; R=0.385 UA



Une maquette basée sur ce mécanisme reproduirait bien la période synodique, mais pas
la dimension de 'orbite de Vénus puisque le rayon de celle-ci est ry = 0.724 UA. En
fait, le modeéle n’est pas pertinent, dans la mesure ot il exige un contact sans frottement
entre les deux disques ; par contre, il est utile pour un fabricant de maquette, qui ferait
de ces disques des engrenages. Par conséquent, pour simuler correctement la position
de Vénus, il faudrait superposer au disque (ou a I’engrenage) de rayon r, un disque un
peu plus grand de rayon ry = 0.724 UA. Mais les excentricités orbitales restent encore
négligées.

Probléme 4 :

Le centre instantané de rotation étant A, et le point B étant le point ot le fil est tangent
a la bobine, on peut écrire la vitesse de rotation de la bobine (dans un référentiel ou
e; pointe vers nous, e, est dans le plan de la feuille et pointe a droite, et e3 pointe vers
le haut)

VB = Vo
v = wAAB=w(R—7)(—eg)
Vo
= w = — tant
w 7 constante

La vitesse du point C est donnée par

ve = wANAC=wR(—ey)
R

Vo = Vo = constante
R—r

On a donc ve > vy : la bobine rattrape la main qui tire le fil.

Considérons les accélérations : selon la formule 8.19 p. 208 du livre de Gruber &
Benoit, 'accélération d’un point P d’un solide dont 1’axe de rotation passe par un point
A s’écrit

ap=as+wAAP+wA (wAAP)
Ici, on choisit A — C et P — A ou B. On a ac = 0 (puisque vo = constante) et
w = 0, si bien que a4 et ap deviennent :

ay = (W-CA)w—w?CA =w’Re;

2
v
ay, = (R—OT‘> Res

2

ap = w’res; = o re

B = 3= 3
R—r
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Enoncé des exercices

Probléme 1 :

On considére 'expérience du fusil tournant (voir figure) réalisée avec les données
suivantes :

— la cible est & 1.1 m de 'axe de rotation,

— Pextrémité du fusil est & 0.4 m de I'axe,

— la vitesse de la balle est 250 m/s,

— le support tourne en faisant 1 tour en 2 secondes.
A quelle distance du centre la balle frappera-t-elle la cible? On négligera 'effet de la
gravité.

Probléme 2 :

1. Un sportif nage avec une vitesse v = 1.5 m/s en piscine. Quel est le temps
minimal pour traverser une riviére large de 50 m coulant a la vitesse de 0.75 m/s ?
Quel sera le déportement o ?

C o B
'
T odl ~
1 S il
A

2. Le méme nageur veut traverser & nouveau la riviére en suivant la droite AC.
Comment doit-il nager et quelle sera la durée de la traversée ?



Probléme 3 :

Une moto effectue un virage de rayon de courbure R & vitesse vy constante, et est
inclinée d’un angle 6 par rapport a la verticale. Trouver la vitesse de rotation propre
wp, de la roue de rayon r, ainsi que la vitesse de rotation w du point de la roue en
contact avec le sol, et son accélération (notez que sur la figure, le motard est vu de

dos).

Indication : donner la réponse en écrivant les composantes des vitesses angulaires selon
les vecteurs-unité ez (vertical) et e} (axe de la roue), et I'accélération selon ej et la

direction OA, notée OA.

Probléme 4 :

Une hélice tourne autour de son axe AB avec une vitesse de rotation propre wy
constante ; la fourche supportant I’hélice tourne elle-méme & la vitesse angulaire €2
constante. Exprimer la vitesse et ’accélération de I'extrémité P de I’hélice en fonction
de 9 (u est I'axe horizontal perpendiculaire a I’axe de I’hélice). On posera R = |OP],
avec O au milieu de I'axe AB.

Application numérique : R =1 m, Q =1 Hz, w, = 300 Hz, ¢ = 0°, 30°, 90°.
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Probléme 1 :

Rappelons la loi de composition des vitesses (9.12 et 9.13, page 226) :
v(P) = y(P) | y(P)

avec
Vgp) = VO’)R +w. ANOP

(P : : < g : ) o

ol Vé ) est la vitesse absolue du point P, c’est-a-dire sa vitesse mesurée dans le réfé-

rentiel absolu R, vi¥) est la vitesse relative (mesurée dans le référentiel R') du point

P et vff) est la vitesse d’entrainement, c’est-a-dire celle due au mouvement de R’ par
rapport a ‘R.

cible / 1.lm  v=250m/s | fusil
\‘i/—,ﬁ'\-r /

| x, @ R 04m |
X3 R

L

Soit un référentiel absolu R = Oe;ese; dont 'origine est l'intersection entre ’axe
de rotation et 1’axe fusil-cible, et qui coincide au temps t = 0 avec le repére tournant
R’ = O'€)elel. Le vecteur ez est vertical, €] est dirigé vers la cible et e, = e} A €].

Il faut calculer la position de la balle dans R aprés qu’elle ait parcouru la distance
entre le fusil et la cible selon ’axe e, puis on calcule sa position dans R’ selon e;,. Tout
d’abord, remarquons que la balle acquiert sa vitesse absolue v, a I'instant ou elle sort
du canon du fusil, entrainée a la fois par son mouvement rectiligne v, dans R et par
le mouvement de rotation de R’ relativement a R.

On aici vor = 0 et w, = m e3 rad s~ !, donc la vitesse absolue de la balle & la sortie
du fusil peut s’écrire

v, =V, +mes ANOP

La vitesse absolue est constante puisqu’il s’agit d’'un mouvement rectiligne uniforme
dans R. Ecrivons plus explicitement son expression au temps ¢t = 0, a l'instant ou le

coup part :
250 0 —-0.4 250
Va:<0>—|—7'( (O)/\( 0 ):<—0.47T>
0 1 0 0

1



Mais dés que la balle est sortie du canon du fusil, elle n’a plus de lien avec le référentiel
R’. Sa position dans le référentiel absolu R est donnée en fonction du temps par

OP(t) =O0P(t=0) + v, -t

A Tlinstant t. ou la balle atteint la cible, la position de celle-ci est donc :

—-0.4 2501, 1.1
OP(1,) - ( 0 ) . (_o.mc) _ ()
0 0 0

La grandeur x5 représente la dérive de la balle due a la composante de sa vitesse selon
I’axe e,, acquise grace a la rotation du fusil. On obtient alors

1.5m
t, = ——— =6-1073
250 m/s i
= x5 = —0drt,=—-7.54-10"2m

Mais de plus, la cible s’est déplacée dans la direction —ef, durant le trajet de la balle,
a cause de la rotation de R’ d'un angle 9(t,) = wet. = m-t. = 1.885- 1072 rad. Le
centre de la cible étant aux coordonnées (1.1,0,0) dans R’, répondre a la question
revient a trouver la coordonnée z7, du point d’impact de la balle; pour cela, on utilise
la transformation (9.31, page 231)

xh = —xzysiniy(t,) + xo costp(t,)
= —1.1-1.885-10"%—7.54-10"% - 1.000
vy = —283-1072m = —2.83 cm

Probléme 2 :

1. Le référentiel absolu R est celui de la berge (origine O au point A, axe e; le long
de la berge et orienté a droite, axe ey dans la direction AC'), tandis que I'eau de
la riviére en mouvement constitue le référentiel R'. La transformation 9.23 (page
229) nous dit que (si 'on pose s = 0)

x = x—ut = x=x+ut

vV = v—u = v=v +u

ou u, x et v sont respectivement la vitesse du courant, la position et la vitesse
du nageur mesurés dans R. Au temps t = 0, on a

= (B) o= (7). v= ()
== (1) (7) - (+%)

Au temps t; ol le nageur atteint 'autre rive, on a

o (8) - (- ()

2



donc ty = 50/1.5 = 33.3 s. De plus,

x=x+u-t;y = (56()) = <500> + (0'750'tf>

et I'on a finalement
0=075-t;=25m

2. Ici, le nageur doit remonter partiellement le courant. Il doit avoir une vitesse v
dont la composante v; reste toujours nulle :

()= () + (%)

vy = —u; =—0.75m/s

vy = g

V| =1/vZ + 02 =15m/s
= vy =1.299 m/s

La vitesse du nageur par rapport a I’eau doit donc étre

, (075
v = (1.299) m/s

Quant a la durée de la traversée, elle vaut

On a donc

d 50 m
=22 2 385
Ly T 1299 ms :

Probléme 3 :

Soit OA = OA/|OA|. On définit le référentiel R absolu Oejeses avec es dirigé

vers le haut, e = OA et e; = ey A e3. Le référentiel R’ relatif O'e)ele} est centré
sur le moyeu de la roue de la moto, €, et €} sont dans le plan vertical passant par les
points O et O', €/, étant incliné de 'angle 6 par rapport a la verticale et e} donnant la
direction du vecteur w, de la vitesse angulaire de la roue. D’apres la composition des
vitesses de rotation d’un solide (9.17, page 227), la vitesse de rotation absolue w, de
la roue par rapport & R est donnée par :

Wy = Ws/R = Wy + we

oll w, est la vitesse de rotation relative de la roue dans le référentiel R’ de la moto,
c’est-a-dire la vitesse de rotation propre :

_ oy = Y0
wr—wS/R/_wp—?e?)



On en déduit la vitesse relative v du point A par rapport a R’ :

v
v =w, NO'A = ?Oeg/\(—reg) = 1p €]

Par définition, w, est la vitesse de rotation d’entrainement, c’est-a-dire la vitesse de
rotation de R’ par rapport R :

Vo
We = WRI/R = R €3

Ce qui permet d’obtenir :
/ Vo
W, = —e3+ —e3

R
L’accélération absolue du point A est donnée par (9.19, page 228) :

T

ol a&A) est I'accélération du point A par rapport & R’. Cette accélération est donnée

dans R’ par (8.19, page 208) :

a£A) — aO’)R/ —+ wS/R’ VAN O'A + Ws/R! VAN (wS/R/ N O,A)

= 040+ w, A (w, NO'A)
2 2
Yo Yo
= T—zreg/\(eg/\eé):7e'2
v2 _—
- % (sin@OA—cosHeg)

r

puisque wg/rr = w, = 0 et e, = —sinfOA + cos fes. Par définition, 'accélération

d’entrainement aéA) est 'accélération du point coincident A; dans R’ par rapport a

R, autrement dit l'accélération de R’ par rapport & R au point considéré. On a (9.20,
page 228) :
a? = ao)p +we NO'A+w, A (w. NO'A)

(&



oll aor)g est accélération du point O par rapport a R. Cette accélération est donnée
dans R par (a nouveau 8.19, page 208) :

ao)p = @o)g +Wrr A OO’ +wrig A (Wriyr AOO') =0+ 0+ w, A (w, A OO’
puisque wr//g = w, = 0. Ainsi :

ay) = W, A (W ANOO') +0+w, A (w. AO'A)
2 2

= we/\(we/\OA):%Oeg/\(eg/\éz\él) :_%’6,\4

Remarquez que ceci n’est rien d’autre que ’expression de 1’accélération normale d’un
. . . A =y . .. .
mouvement circulaire uniforme ag ) = —w?ROA qui décrit la rotation de R’ par
rapport a ‘R.
(4)

Il reste encore a déterminer 1'accélération de Coriolis ac’ (9.21, page 228) :

2
(A):2 A (A):QE A ’:21}_061\4
al we A V), R e e 5

Finalement on obtient I'accélération absolue du point A :

2 - 2 2
aV = —1;—0 (sin@OA—cosHeg) - %OOAnLQ%O OA
2 2

_ % Yo [T _ g OA
= TC08963+T [R sm@] OA

Probléme 4 :

Définissons d’abord le référentiel absolu R par le systéme Oe;eses, avec l'origine O au
moyeu de ’hélice, ez pointant vers le zénith, e; dirigé selon I'axe u au temps ¢ = 0 par
exemple, et es = e3 A e;.

Introduisons encore le référentiel R’ de la fourche, défini par Oe€)e,e} et qui tourne
a vitesse angulaire Q = Qej = Qe; par rapport au référentiel absolu R : lorigine
O’ = O se confond avec celle de R, €] est orienté selon I'axe u, €, selon 'axe AB et
e; = eg vers le zénith. On définit encore les coordonnées polaires e, et e, dans le plan
Oeles, 'axe 1 étant contenu dans la pale de 'hélice qui porte le point P. On est dans
le cas d’'une composition de deux rotations d’axes concourants, ou les deux vitesses
angulaires s’ajoutent vectoriellement (paragraphe 9.5.3, pages 232-233) :

w=w,+ N

Ecrivons d’abord la résultante des deux rotations, puis la vitesse du point P, qui n’est
due a rien d’autre qu’a celle-ci :

w = —wyey+Ne;

w A OP

(—wp ey + Qes3) A Re,
—wy,Re, A Re, + QRes N e,
vp = w,Rey + QR cos e,

vp

5



Nous avons obtenu la vitesse du point P. Reste a calculer son accélération ; pour cela,
on part de 'expression générale de 'accélération dans un référentiel en mouvement

(9.19-9.21, page 228).

agp ) = a&P ) 4+ agp ) + at(:P ) avec
al> = —R w; e,

(P)  _— , :
a; ao + ? ARe, + QA (2 A Re,)

0
al”) = 20 A (w, A Re,)
N——
Wp Re¢

En additionnant les termes, on a en décomposant e, selon €] et es :
all) = —Rwle, + QA (QARe,) +2Qw, Rez Aey
—Rw’e, + QA (QA [Reostpe] + Rsintpeg]) +2Qw, Res Aey
_ 2 2 / . . /
= —Ruw,e, + ez A (Rcosy esNe| +Rsinyg e3Aey) +2Qw, R- (—sini ey)
e, 0
= —Rw;fer + RO cos es Aey, —2Qw, R siny e,
~——

/
_el

Par ailleurs, €] = cos e, — sinve,, ce qui donne en regroupant les termes :

alf) = —(wﬁ + Q% cos’ ) Re, + Q> R cos siny ey, — 2Qw, R siny €

Application numérique :
Yp=0":vp = 300ey+ €
ap = —9000le, ~ —9-10"e,

Y =30°:vp = 300ey, + 0.866 €

ap = —90000.75e, + 0.433 ey
P =90°:vp = 300ey

ap = —90000e, — 600 €,

6
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Probléme 1 :

La corde d'un arc exerce une force de 147.15 N (15 kgf) lorsqu’elle est tendue de 70 cm
(voir figure). En admettant que la force soit proportionnelle au déplacement, et en
négligeant l'effet de la pesanteur, quelle sera la vitesse initiale d’une fleche de 25 g7
Quelle est la portée maximale de 'arc dans ces conditions? On prendra évidemment
en compte la pesanteur pour cette seconde question.

Probléme 2 :

Un point matériel de masse m se déplace sans frottement a 'intérieur d’un anneau de
rayon R tournant a vitesse €2 constante autour d’un diamétre vertical (voir figure).

1. écrire les équations du mouvement du point matériel ;

2. en déduire les positions d’équilibre et esquisser le potentiel U associé au probléme.



Probléme 3 :

Un point matériel se déplace sur la paroi interne d’un cone immobile, sous l'effet de la
pesanteur (voir figure). L’axe du cone est paralléle a g et 'angle au sommet du cone
est 2a.

Faire une analyse qualitative du mouvement de condition initiale qzﬁ # 0 (coordon-
nées sphériques) :

1. écrire les équations du mouvement ;

2. esquisser les orbites dans I'espace de phase (r,7);

3. déterminer la période T' du mouvement circulaire uniforme de rayon R (ou R est
le rayon du codne a une certaine hauteur);

4. déterminer la période T, de la fonction 7(¢) pour les mouvements voisins du
mouvement circulaire uniforme de rayon R.
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Probléme 1 :

Séparons le probléme en deux parties, la premiére concernant le lancement de la fléche
par l'arc, la seconde traitant du mouvement balistique de la fleche.

1. Soit un axe x solidaire de 'arc, coincidant avec la fleche quand elle est sur I'arc,
et dont l'origine est donnée par l'intersection de I'axe x avec la corde lorsqu’elle
n’est plus tendue, c’est-a-dire a I'instant ou la fleche la quitte. La force maximale
exercée par la corde sur la fleche est 15 kgf, pour x = —0.7 m, et pour —0.7 <
x < 0 m la force a une intensité

15 kgf - 9.81 ms~*

F|=—
|| 0.7 m

rz=—-2102xz=—-kx N

avec k = 210.2 N/m. L’équation du mouvement s’écrit alors
mi+kx =0

et I'on reconnait immédiatement 1’équation d’un oscillateur harmonique, dont la
solution est de la forme

r = A cos(wt+ )

T = —Aw sin(wt + 6)
i = —Aw? cos(wt +0) = —w?x
k
avec w = ] —
m

ou m = 0.025 kg est la masse de la fléche.

Introduisons a présent les conditions initiales : en définissant ’origine des temps
comme l'instant ou la fleche quitte la corde de 'arc, on a, en t = 0, x = 0 et une
vitesse positive et maximale vy = Z(t = 0) = Aw. On a donc

210.2
vg=Aw=A4 \/ \/002 =64.2 m/s

2. Pour le mouvement balistique, introduisons un nouveau référentiel (x,y) dont
I'origine coincide avec l'arc, avec cette fois ’axe = horizontal et dirigé vers la
cible, et 'axe y vertical et dirigé vers le haut.

Les formules du mouvement balistique sont connues : si # est I'angle entre la
fleche et I'horizontale au moment du tir, on peut écrire

r = wgcosl-t

1
y = —§gt2—1—vo sinf -t



(les constantes d’intégration en = et en y sont nulles car I’arc se trouve a l'origine
du systéme d’axes et a la méme hauteur que la cible).

De la premiére équation, on tire

X

t =
v cos 0

que 'on introduit dans la seconde équation, tout en posant y = 0 afin de calculer
la position du point d’impact, c’est-a-dire la portée de I'arc :

1 g 5  sinf

= - — O
Y 2 v2 cos? 0 cosf "
%:c2 —2sinfcos@r = 0
Yo >
sin(20)
02
v — Lsin(20)z = 0
g
02
= =0 (position de départ) ou =z = —2sin(26)
g

La valeur maximale de z est donc atteinte pour § = 7 /4, et 'on obtient alors

2
2y = 20— 490 m
g

Probléme 2 :

Ici le systéme est le point matériel. Par ailleurs,
— Les forces sont le poids mg du point matériel et la réaction de I’anneau F.
— On utilise les coordonnées sphériques.
— On a pour contraintes :
— Le point matériel tourne a vitesse {2 constante = ¢ =Q =cste = p =0
— Il n’y a pas de frottement, donc la force de réaction reste toujours perpendicu-
laire a la tangente a 'anneau : F = F. e, + F,e, <& =0

1. Equation du mouvement : ma = mg + F. En tenant compte des contraintes
r = R, ¢ = Q, 'équation de Newton devient en coordonnées sphériques (voir les
équations 5.63 p. 131), selon les axes r, 6, ¢ respectivement :

—m(RO?* + Rsin?0Q%) = —mg cosf + F, (1)
m(Rf — RsinfcosAN?) = mg sinf (2)
m(2Rcos00Q) = F, (3)

2. Constante du mouvement et points d’équilibre : L’équation 2 est exacte-
ment de la forme souhaitée pour appliquer le lemme fondamental, puisqu’on en

tire
dU

0= 0% sinfcosf + % sinf = f(0) = )

On a donc 0
_ 2 g
Ug) = - cos 0 + 7 cos 0



et le lemme fondamental nous donne la constante du mouvement

1. 0?2
K:§92+7 00529+%0080

On peut écrire
! — —g] 2 —g — | —
U'(0) = —sinb (Q cos + R) 0si 0=0,m,..

On voit tout de suite que 6§ = 0, m, ... sont des points d’équilibre, et que ce sont
les seuls tant que 2% < g/R. La seconde dérivée de U

U"(0) = —cosb (QZ cosf + %) + Q% sin* 6

permet de voir que dans tous les cas, § = 0 est un point d’équilibre instable,
puisque U"(0) = — (Q2 -+ %) < 0, tandis que # = 7 est un point d’équilibre stable
si et seulement si Q% < g/R, vu que U"(0) = Q%> — g/R < 0. En conclusion, tant
que la vitesse de rotation €2 reste suffisamment faible, la seule position d’équilibre
stable est au bas de 'anneau.

Dans le cas Q2 > g¢g/R, non seulement # = 0, mais aussi § = 7 sont des
points d’équilibre instables. Un nouveau point d’équilibre apparait en 6 tel que
0?2 cosf = —g/R : cosf doit étre négatif, donc 37/2 > 6 > 7/2. Ce nouveau
point représente un équilibre stable. Sa position est donnée par

f = arccos (— J )

Q2R
On voit que si Q% > g/R, § — /2. Ces résultats sont bien conformes a I'intui-
tion : tant que la rotation est lente, le point matériel reste au voisinage du bas de
I’anneau, mais pour une rotation rapide, la “force” centrifuge domine et le point
s’approche de la mi-hauteur de I’anneau.



Probléme 3 :

Le systéme étudié est le point matériel. Enumérons les quelques faits qui permettent
de préciser le probléme :

— Les forces sont le poids mg du point matériel et la réaction du céone N.

— On repére la position du point & I’aide des coordonnées sphériques.

— On a pour contraintes :

— Le point matériel reste toujours sur la surface du cone = 0 = a = cste = 6 =
=0

— Il n’y a pas de frottement, donc la force de réaction reste toujours perpendicu-
laire a la surface : N = —Ney & N, =N, =0et N = Ny.

A 3

1. Equation du mouvement : ma = mg+ N. En appliquant les formules 5.63 p. 131

donnant l'accélération en coordonnées sphériques, on obtient, compte tenu des
contraintes ci-dessus, les accélérations selon les axes e,, ey, e, respectivement :

m(i —rsina¢?®) = —mgcosa (4)
—mrsinacosa¢?® = mgsina — N (5)
rsina g+ 2sinary = 0 (6)

4



car mg = mg cos « e, + mg sin « ey.

. Orbites dans l'espace de phase (r,7) : Afin de pouvoir appliquer le lemme fon-
damental (paragraphe 6.3.4, pp. 150-151), il faudrait avoir une équation de type
i = f(r), alors que I’équation 1 nous donne # = f(r, ¢). Mais I’équation 3 permet
d’écrire

donc

relation qui permet d’éliminer ¢ de (1). On a ainsi

Lo,

i=_gsina—gcosa= f(r)
qui permet de trouver, au travers du lemme fondamental, la relation cherchée
entre r et 7 :

G(r 7*)—17"2+02 sinfa 4 gcosar = K
TN T e g -
On a donc bien une constante du mouvement de la forme
1 aUu C?
K:§f2+U(r) avec W:—f(r) et U(T):gcosar—ksinQaﬁ

ou encore

2 1/2
r =4 <2K — 2gcosar — sin’ a—2>
r
Les orbites seront donc symétriques d’axe r (voir figure). Celle qui se réduit & un
point sur I’axe r correspond & un mouvement circulaire uniforme sur un cercle
horizontal. C’est un point d’équilibre tel que ¥ = 0 < dU/dr = 0, dont la valeur

est
C2 i 02 02
au/dr=0 = Tsinza:gcosa O (7)
T g cos

. Mouvement circulaire uniforme : il a lieu pour ro = 7, o = 0, avec un rayon
du cercle R = Fsina et une vitesse angulaire @ = ¢y = C/72. Introduite dans
I’équation 7, cette relation nous donne

e
Rtan «

ainsi que la période du mouvement circulaire

2 Rtan«
— = 2T
w g

T =

. Etude des petits mouvements autour de r =7 : |r — 7| < T.
On linéarise le probléme en développant la fonction U(r) en série :

Ulr)=UF) +U'(r)(r—7)+ %U”(F) (r—7)%+ ...
g



C'sin
u ‘i R
k,
k, asymptote: gcosor
T T
. A k
s 1
FTN
\r—/ T
Ici,
02
Ulr) = cosar +sin® o —
( ) g 27“2
. C?
U'(r) = gcosa—sin®a—
r

2
U'(r) = 3sina ey

= U(r) ~ gcosaf +sin 042—772%—55111 aﬁ(r_f)z
aUu 2
flr) = T -3 Sin2&ﬁ(r—f)

Y

Comme # = f(r), on a une équation du type “oscillateur harmonique’
P+ wir—7)=0

avec
2

w?=3sina — = 3 sin? o @2
r
~

o2
On a donc un oscillateur harmonique de pulsation w et de période
2 1 -
- T

T = —
w \/gsina
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Mécanique générale

Enoncé des exercices

Probléme 1 :

Un train de masse M arrive contre un butoir avec une vitesse vy (voir figure). Sachant
que la voie fait un angle « avec 'horizontale et que le butoir exerce une force |F| =
k x+4q 23 lorsqu’il est comprimé d’une longueur x, quelle sera la compression maximale ?
Autrement dit, de quelle longueur z,,,, va-t-il se rétrécir ? k et ¢ sont des constantes
positives.

Indication : On demande seulement I’équation dont z,,,, est la solution, et non la
solution (analytique) Z;q-

Probléme 2 :

Deux étoiles de méme masse M ont un mouvement circulaire de rayon R autour de
leur centre de masse G. Quelle est la vitesse des étoiles?

Etudier le mouvement d’un corps de masse m (m < M) se déplagant sur la droite
contenant G et perpendiculaire au plan de la trajectoire des étoiles :

1. Esquisser quelques orbites dans 1’espace de phase (x,v).
2. Calculer la période des petites oscillations autour de la position d’équilibre.
3. Calculer la vitesse de libération a partir de la position d’équilibre.

Indication : Le petit corps a une influence négligeable sur le mouvement des
étoiles, et les forces de gravitation sont données par la loi

Fo.p=—-G———X, avec X =Xp— Xa



Probléme 3 :

Une bille de masse m se déplace a l'intérieur d’un tube de longueur L tournant a une
vitesse () constante autour d’un axe vertical. L’angle « entre le tube et ’axe de rotation
est maintenu constant (voir figure). On suppose que la bille glisse sans frottement dans
le tube, et qu’elle est retenue a 'axe de rotation du tube par un ressort de raideur k.
Ecrire les équations du mouvement et esquisser les orbites dans I'espace de phase (r, 7).

Facultatif : Résoudre les équations du mouvement en prenant comme conditions ini-
tiales :

r(0) =roet7(0)=04at=0.

B "G |

|
—
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Mécanique générale

Corrigé des exercices

Probléme 1 :

Définissons un repére Oxy avec O sur 'extrémité du butoir, 'axe x paralléle aux rails
et 'axe y perpendiculaire & ceux-ci. La somme des forces selon x qui s’exercent sur le
train sera due a la force de réaction du butoir et au poids du train. Ecrivons 1’équation
du mouvement le long de ’axe paralléle a vy :

T =—gsina — ﬁx— iaz?’
M M
Cette équation est de la forme & = f(z), on peut donc appliquer le lemme fondamental.

Il est facile de voir que la primitive de —f(x) est

B k q  4_ k q 3
U= gs1nax+mx +mx x(gs1na+mx+mx

Conditions initiales :
-enz=0,0onav=1yeten T = Tpaz, on av =>0
Par conséquent, comme G(z,v) = 5v* 4+ U(z) est une constante du mouvement, on a
G(0,v0) = G(Timaz, 0) €t Tpq, est solution de I'équation
L,

k
51)0 = Trmax <g sina + — Wi Tomaz + 4;1\4 i’nam)

Probléme 2 :

La loi de la gravitation (12.1 p. 314) nous dit que la force exercée par une masse my
sur une masse mp s’écrit

FAHB - _G

Ici, le centre de masse est au milieu du segment défini par les centres des deux masses
M, et la force ressentie par chaque étoile est (vu qu’elles sont distantes de 2R) :

M2
F = G4R2er = Fy=0, F,=0
Les équations du mouvement des étoiles en coordonnées sphériques se simplifient beau-

coup, compte tenu du fait que = 7/2 = =6 =0,sin0 =1, cosd = 0 et que
¢ = (2 = constante = ¢ = 0. Elles se réduisent a :

M?

Ma, =M®GF—-r)Q? = —G—

a (F —r) G4R2
Ma,=2rQ) = 0 = r=0 = r=const=~R



On a donc

ro= RQQ—fJg—O
GM
292 —
=R TR
1 /GM
= RO =—4/—
v 2V R

Mouvement du troisiéme corps : On peut se placer en coordonnées cartésiennes Oe;eses,
ou O se confond avec le centre de masse, e; est — a un instant ¢ donné, par exemple
t = 0 — le long de 'axe AB qui passe par les centres des étoiles et ez est vertical et
dirigé vers le haut. Comme on se limite aux déplacements selon e, la symétrie de la
situation fait que la résultante des forces exercées par les deux étoiles sur ce corps est le
long de I'axe 3. Si z est la position le long de 'axe 3, ’équation du mouvement s’écrit

. 2GMm
mz = _R2——{—,22 COS &
mais .
cosqy = ——
\ /RZ + 22
donc M
. z
= e apn =)
Le point d’équilibre est en zZ = —Ccll—g = 0, c’est-a-dire, selon I’équation ci-dessus,
en z = 0. L’équation du mouvement permet d’appliquer le lemme fondamental :
d  2GM=z U 2GM
dz ~ (R2 + 22)3/2 = T (R2 4 22)1/2
+

La constante K du mouvement vaut donc

1., 2GM
K= 52 o (R? + 22)1/2

et

1/2
2GM
ERV]
(R? + 22)'/?

On peut maintenant aborder les trois points demandés.

1. On voit que |Z| est maximum lorsque z est nul, et minimum ou nul lorsque z est
grand. On voit aussi que, pour que |Z| puisse s’annuler tout en gardant |z| borné,
il faut que K soit négatif : c’est effectivement le cas d’un systéeme lié. Si K est
positif, |Z| reste non nul pour tout z et le systéme n’est pas lié. Si K = 0, |Z] ne
s’annule que pour z — 00, et sa valeur en z = 0 est la vitesse de libération.

2. On développe U en série autour du point d’équilibre :
1
U(z) ~U(0)+U'(0) -z + =U"(0) - 2
——

2
0



0.5 — —
.k ]
L]
= O b

\t; _ /'} i
L / 1l
_0'6 — 1
_1 1 1 | 1 1 1 1 1 1 1 1 | 1 1
-5 o 5

z [10Ym]

F1G. 1 — Orbites dans I'espace de phase. Les courbes correspondent aux valeurs de
K = —1.8%‘4, —1.6GTM etc. jusqu’a —O.2GTM. Les vitesses sont normalisées a la vitesse
de libération.

U 2GM
T (R2+ 22
U 2GM z
(R2 + 22)3/2
U 2GM (R? + 2%)3/2 — 6GM 22 (R? 4 22)'/?
- (RQ + 22)3
2GM
u"0) = 7
Ona f(z) = =% = —4(U(0)+ +U"(0) 2*) = =U"(0) - z, donc on a une équation
du type oscillateur harmonique :
2GM
2GM
Z ?%3 -z = 0 (type &+ w?x=0)
s 2GM
= W=

s /| R3
T = —=2
= w T 2GM

3. On peut simplement rappeler ici la remarque faite au point 1 déja, a savoir que

3



la vitesse de libération correspond a K = 0. Alors,

GM
Z=vup =21 ——

R

Une autre maniere d’aborder la question est d’exprimer la constance de K ainsi :

1, 2GM 1., 2GM
20T g g T

VE2+2 27 Rt

Soient zg =0, Zg =y et 21 =00, 21, =0:0n a

1.5 2GM 0 = _ 5 GM
—2n — —— = Z :Ui = _—
2 0 R2+Zg 0 lib R

Probléme 3 :

Le ressort n’exerce aucune force pour la position r = rq, donc sa force de rappel peut
s’écrire F,. = —k(r —ro) e,. L’équation de Newton en coordonnées sphériques devient :

e3 i

€2
m(i — rQ?sina) = —mgcosa — k(r —rg) (1)
—mrQ?sinacosa = mgsina + Ry (2)
2mrQdsina = R, (3)

La position d’équilibre est donnée par la condition 7 = 0 dans 1’équation (1). On obtient

mgcosa — kry
re =

m&2sin® o — k

4



Pour esquisser les orbites, on peut appliquer le lemme fondamental puisque la premiére
équation est de la forme # = f(r). On a donc la constante du mouvement

avec

f(r) =rQ?sin? a—% (r—rg)—g cosa = U(r) =

En regroupant les termes, il vient

Ur) = <g cos o

1
K =3 +U(r)

]{77“0

) r— <Qgsin2a——
m

1 k
-5 7202 sin® aty (r—ro)?+gr cosa

,'n2

2

k

m

)

Supposons d’abord que le coefficient de r soit négatif, ce qui signifie que le ressort est

capable de résister a la gravité :

k?“o
g cosa — ——
m

<0

Ce cas est illustré dans la figure ci-dessous, et se divise encore en deux situations a) et

b) :

1

sin o

k

m

Casa): Q<

Casb): Q>

\/g

sin o

On voit qu’on a un point d’équilibre stable seulement dans le cas a).

v

h

U(r)

J

U ’sing= k/m

A U

Nsing> k/m

/

ey

L4

-
-
r

. [gcos® =kry/m): I

L.
-
r

-

. (gcos ol -kr,/mdr

!

LY

Si le coefficient de r est positif :

]C?“O
g cosa — ——
m

>0



U(n 4
o Qsina <k/m

1
]
]
]
'
L
[
1
I

' . - (geosa~Kr/m)r

-
-

Y

<— Qsine >k/m

alors il n’y a pas de point d’équilibre stable car le ressort est trop faible pour soutenir
la masse. L’allure de U(r) est esquissée ci-dessus.
Résolution de I’équation du mouvement :

On peut résoudre la premiére équation du mouvement en cherchant d’abord la
solution de I’équation homogéne (sans second membre). On obtient I’équation caracté-
ristique mA? + (k — mQ%sin® o) = 0

1 k k
si Q> — ., A = i\/92 sinfa — — et r(t) = Oy eMt 4 Oy e

T sinaVm m
k
( ——QQSin2a>t—
m

1 k k
si Q< — —, Ao = Fiy/— —2sin*a et ru(t) = C) cos

Ensuite, il faut considérer une solution particuliére de 1’équation inhomogéne. Or la
position d’équilibre 7. correspond justement & une solution particuliére. On avait

S111 & m m

mgcosa — krg

Te = N
mQ2sin?a — k

qui s’ajoute a la solution de 1’équation homogeéne. En tenant compte des conditions
initiales, on peut écrire :
1 k o — Te

o t) = At Aot .
- m,r() 5 (e +e )+r

Le point matériel part a I'infini au bout d’un temps suffisamment long (et le ressort
finit par casser).

si Q>

1 k

k
si Q< — — , r(t) = (rog—r1e) cos[( ——Q2sin20z>t + e

S1n v m m

Le point matériel a un mouvement d’oscillation autour de la position d’équilibre.



