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Exercices et questions

Vendredi 19 décembre 2008
pas de séance d'exercices
mais séance de questions apres le cours
dans les salles d'exercices avec les assistants
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Séance de questions

Une semaine avant I'examen

Vendredi 16 janvier 2009
de 14h15 a 18h00
Auditoire CM3
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Séance de questions

Deux semaines avant |'examen

Vendredi 9 janvier 2009
de 14h15 a 18h00
Auditoire CM3
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Examen écrit de Physique générale T

Date : vendredi 23 janvier 2009
Heure : de 08h15 a 12h00
Lieu: dans les auditoires CE3 et CE4

Conditions d'examen :

Les données des problemes a résoudre sont distribuées en
début d'examen, i.e., a 08h15, dans une enveloppe

Les solutions rédigees sont a rendre au plus tard a la fin de
I'examen, i.e., a 12h00, avec les énoncés dans l'enveloppe

Matériel autorisé : papier vier:ge, pas de crayon, stylo,
formulaire personnel manuscrit (maximum d'une feuille A4
double face)

Calculatrice non programmable ; pas d'autre matériel autorisé
Travail individuel en silence

Aucune interaction autorisée entre les étudiants pendant
I'examen
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Examen écrit de Physique générale T

Répartition dans les auditoires

Vous étes répartis,
selon votre nom de famille,
dans les deux auditoires CE3 et CE4 :

CE3 Abu-Nijmeh - Karrakchou
CE4 Kneubiihler - Zwahlen

Un plan de placement sera affiché sur les portes de chaque auditoire.
Dans |'auditoire correspondant, vous trouverez
votre nom sur une petite « carte de visite », a votre place,
avec une enveloppe contenant les énoncés des exercices.
A la fin de I'examen, vous rendez I'énoncé dans I'enveloppe avec,
en plus, vos solutions et la « carte de visite ».




Les trois angles d'Euler

+ Les mathématiques offrent plusieurs fagcons de

EPFL - GM

décrire des rotations en 3 dimensions.
En physique, on utilise souvent les angles d'Euler.

Toute rotation est alors décomposée
en rotations successives autour des trois axes
de coordonnées cartésiennes




Position d'un solide et angles d'Euler

Repere lié au référentiel Oe e e,
Repere lié au solide Ay, y.,y;
Repere Ax;x,x; tel que x. // e,

V&)

¥
U (= axe nodal)

T YE [0,27]
0 e [0, x|
e referentlel ¢ € [0,2r]
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La position d'un point P du solide est
donnée par :

OP =OA + AP = Za () &, +2yl 9.(0)

c'est-a-dire par Ies trois coor'donnees
du point A dans le repéere Oe e,e; et
par l'orientation du repere Ay,y.,y; par
rapport au repere Ax;X,Xs.

Cette orientation peut €tre
caractérisée par les

trois angles d'Euler (,0,9) ;

on passe de Ax;X,X; @ Ay,Y,Yy; par les
trois rotations successives suivantes :

- Rotation d'angle vy autour de l'axe
X3 amenant x; sur u (=axe nodal)

- Rotation d'angle 6 autour de I'axe u
amenant X; sur y;

- Rotation d'angle ¢ autour de 'axe
Y3 amenant u sur vy,



@ en fonction des angles d'Euler

Démos : Gyroscope a air # 770 . . .
Roue suspendue a un fil # 50 « Un pOIﬂT P du solide est fixe par

rapport au repere Ay,y,Y; lié au solide :
AP - §, = constante
Vitesse de P par rapport a Oe,e,e;:
Vo =V, + LAP=7, + & A AP
Vitesse de P par rapport a Ax;X,Xs:

iKP:Q—a—yt'p+(')—yé)+§—yc'p

Ao =dt "oy ¥ o0
X y — o
2 Vy Vo Vo

— vitesse de P si  varie seul: vy, =) X; A AP
— vitesse de P si O varie seul: vy = 60 A AP
Y1 _vitesse de P si @ varie seul: v = ¢ y; A AP

e référentiel
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Exemple d'utilisation de I'équation :
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C = point fixe

/\Mg (J_L)

Soit une toupie symétrique de masse M
tournant rapidement autour de son axe
de symétrie, de vitesse angulaire
posée en équilibre sur sa pointe au
point C dans un référentiel d'inertie.

Si I'axe de symétrie de la toupie décrit
un angle ¢ avec l'axe z, cet axe de
symétrie de la foupie va décrire un
cone autour de I'axe z vertical.

Ce type de mvt, dans lequel un moment
de force induit un changement dans la
direction de I'axe de rotation est
appelé « précession », dont la vitesse
angulaire est appelée Q.

Quelle est la raison de ce mouvement ?

10



Exemple d'utilisation de '€q. :| Mc==GLc | uite)

C = point fixe

—>

_>
M =CGaMg (LL) -

EPFL - GM

Absence de rotation = l|a toupie tombe

Présence de rotation = pas de chute mais précession

Démo : Roue suspendue a un fil # 50

Toupie en rotation = vitesse angulaire o et
moment cinétique L, le long de son axe de
symétrie

Sans moment de force < M_=0 < L_=cfte
en grandeur et en direction = pas de chute,
pas de précession

Le plus petit moment de force par rapport a
C = M_=C6 r Mg avec M = masse toupie

La directionde M_est L a CGetg

- Al A -
Le chgt de L, durant dt Mc="g =@ aLc
est horizontal, Lal, et 7 aM,



Exemple d'utilisation de '€q. :| Mc==GLc | uite)

Comme dL_. L L. = lagrandeur de L_ = cte,
seule la direction de L, change, L./ w, seul
I'axe de rotation de la toupie bouge

La partie supérieure de |'axe de rotation
bouge horizontalement, perpendiculairement
al. = pas de chute mais précession

C=pointfixe - L_et l'axe de la toupie décrivent un cone
_>

—> —>
M, =CGaMg (LL)
M_ et dL_ tournent également, horizontaux
et perpendiculaires a L,

EPFL - GM 12



Exemple d'utilisation de I'€q. :| Mc == =GaLc | (suite)

Déterminons Q = vitesse angulaire de précession :

df=dL =L sing d0 (relation entre dL, et do)
do dL, /L ;sing 1 dL M

C C

Q= =
dt dt L.sing dt L_sing

Mais M _=|C6AMg|=CG M g sing car sin (n-¢)=sing

o CGM gsing CGM g CGM g
~ Lsing = L Lo

c

C = point fixe

>

_>
M =CGaMg (LL)

La vitesse de précession ne dépend pas de l'angle ¢ ,
mais est inversement proportionnelle au moment angulaire de la toupie :

LC/' e QN

Plus la toupie tourne vite, plus la précession est lente
EPFL - GM 13




Effe'l's gyr‘oscop |ques (3) Démos g}gég;crg%e 1517r50ue de vélo sur support # 42

»+  Toupie symétrique avec un point fixe :
- Le moment du poids par rapport au point fixe est constamment

perpendiculaire au moment cinétique (supposé selon 'axe de rotation
propre) = la norme du moment cinétique reste constante : L = I, o

- L'axe de rotation propre a un mouvement de précession autour de
I'axe vertical (de vitesse angulaire Q)

MC=%=QA£C

CG Mg sing = Q L sin¢

Mg CG _ Mg CG
LC IA(D
* Note : on a négligé le moment cinétique
causé par la rotation Q | .
Résultat approximatif valable si Q <«
;. , : : A N S -
- Cas général : ¢ n'est pas constant mais oscille ~ M. =CGAaMg (LL)
entre deux extrémes et un mouvement de nutation
Se superpose encore au mouvement de précession

Q=

C = point fixe

+  Toupie sans point d'appui fixe, avec frottement sur le sol

EPFL - GM



Tenseur dinertie

— —2
+ Déja vu : moment cinétique par  |L¢= EmalGPoc ®

rapport au centre de masse G :

- (Gr:- @) Gr|

* En coordonnées cartésiennes, dans un repere orthonormé quelconque :

= gma @;2(01 - E(GPO‘)- W; (GPO‘)i

= Ema GP. 261]00 E (GP.). w; (GP«),
- Ezma[GPa -(o) (08 o, = (koo

'

Les scalaires, les vecteurs et
les tenseurs sont les seules
quantités avec lesquelles
on peut définir des invariants
par changement
de systémes de coordonnées.
La difficulté des tenseurs
vient du fait que, contrairement
aux scalaires et aux vecteurs,
nous n'‘avons pas de moyens
_ mentaux ou géométriques

de nous les représenter.

( ) (éléments d' une matrice 3x3) Note: comparaison entre dynamique
de translation et de rotation:
*  En notation matricielle : D _Fer avec =My
]: = J dt
a=ls —dLG—ae’“ avec Lo =1 ®
_ (vecteur = matrice - vecteur) L dt ~ G

+ I, = tenseur d'inertie au point & « le tenseur d’inertie est aux rotations
ce que la masse est aux translations »

EPFL - GM

15



Tenseur d'inertie (suite)

Par rapport a un point A quelconque du solide :
EA =AGAMYV, +1,-® I, = tenseur d’inertie au point A
matrice 3x3

(TA)ij = Ema[mzf)ij — (APOL)i (APa)j] symétrique: (TA)ij = (TA)ji

définie positive: (T,), =0

Moment d'inertie I, par rapport a un axe fixe A quelconque
de direction u = @/w passant par un point C fixe :

IA=Q=ﬁ°ﬁ=(ic°ﬁ)'ﬁ=2(ic)ﬁuiuj
L]

0w W
Moment d'inertie I, par rapport a l'axe k du repéere :

U=¢ = uy =9, =I = E(ic)g 6ik6ﬂ< = (iC)kk
1]

Les éléments diagonaux de la matrice
représentant le fenseur d'inertie au point
C sont les moments d'inertie par r'agpor‘r
aux axes du repere choisi au point

EPFL - GM 16
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Exemple de calcul d'un tenseur d'inertie

Roue modélisée par un anneau mince de rayon R, de masse M :

(1), = 3 m,[GP, "8, - (GP,) (GP.) ]

axe de la roue

_ ( (0> 2 M
¥3 —rie(Ré —Xx)dm MRE)J—E {Xx.dﬂ
,2 avec X, =R cos0, x, =R sin6, x; =0
dm =m, o IMR2 0 0
1 6 Onobtient[;=| 0 iIMR? 0
0O O MR2

Roue en rotation autour d'un axe
quelconque passant par G :

EG=L.®=L'(®L 'HY)//)
= MR? (&, +@,)

—»
- L n'est ]Eas parallele & © (mais dans le
plan défini par & et 'axe de la roue)

EPFL - GM
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Axes principaux d'inertie

Théoreme : Pour tout point C d'un solide, il est toujours
- se démontre en | possible de choisir un repere orthonormé
algebre linéaire | au point C tel que la matrice représentant
le tenseur d'inertie soit diagonale :

N I, 0 O
I est diagonalisable I.=(0 1, O
0 0 I,

Définitions (au point C): )
- Repere d'inertie : repere dans lequel I, est une matrice diagonale
- Axes principaux d'inertie : axes du repére d'inertie

- Moments d'inertie principaux : moments d'inertie par rapport aux
axes principaux d'inertie, c-a-d éléments diagonaux de 1. dans le
repere d'inertie

I, 0 0)w, Lo,

* Dans le repere d'inertie : fo=L-®=01 0o |=Lo,
0 0 Liw,) \Lio,

+ Axe fixe A .
passant par C: |L.=1, ® < A estun axe principal d'inertie

EPFL - GM
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Recherche des axes principaux d'inertie

- 1l faut trouver les valeurs et vecteurs propres de I,

donc les moments d'inertie I et les vecteurs o tels que :

L ~ L, =11, I W,

Le=lro=I0 = (I.-)o=0 = (I,, I,-11, w, (=0
L-11, I, I R R JALOE
= [,, I,-I I,; |=0 = €équation polynomiale de degré 3 pour I
I, Ly I3l => en général, 3 solutions 1,1, et I,

= (I-I;) - €, = 0 donne l'axe principal ¢€;

+ Si le solide est symétrique, les axes suivants
sont des axes principaux d'inertie au point C :

- Tout axe de symétrie passant par C
- L'axe passant par C et perpendiculaire a un plan de symétrie
- Tout axe passant par C et perpendiculaire a un axe de symétrie d'ordre n > 3

un objet est dit posséder une symétrie d'ordre n d'axe (d) Démo : anagyre # 175

lorsqu'il est globalement invariant par une rotation d'angle 2st/n autour de (d).
EPFL - GM 19



. . . Axes et moments d'inertie principaux
Cas pr‘TICUIIer‘S 5|mples par rapport au centre de mgsse de

quelques solides homogenes de masse M

A 3 / / . \ . 1 9 1 °
/ + Parallélépipéde rectangle plein | « 2UPCAVICTANE »:
G (PIIGQUe rl‘elf/}z{\)gzulalg)e sia,bouc—0): principaux par G
@ > — +C
C 2} 1 12
/ 2 I, = LM(CZ_I_aZ) Démo : Inertie : axe ou plan
| 2 b 12 112M( 2 b?) (hélices bi et tripales) # 134
3 = pvia
A3 —
%) ~ + Cylindre de révolution « loupie symélrique
(tige siR = 0, disque si L — 0) : le plan 12 est principal

< plein: I, =1, =1, = MR? + ;MI?, I, =iMR?
4_/ A <Vide: I, =1, =1, =IMR? + ;MI?, I, =MR?

sans masse sur les bases circulaires

« toupie sphérique »:
tout axe A par G
est principal

EPFL - GM 20



Application: équilibrage d'un solide en rotation

Démo : Stabilité (cube en mousse) # 37
Toupie chinoise (axes stables et instables) # 36

+ Dans beaucoup de situations, il est nécessaire qu'un solide en
rotation soit « équilibré »
- Exemples : roues de voiture, hélices d'avion, pdles de ventilateur,
turbines, arbres de transmission, ...

- Pour un axe de rotation A:

Solide équilibré statiqguement <« 6 € A
Solide équilibré dynamiquement < A est un axe principal d'inertie

r T L &
> > 8 axe A C >

- Si le solide n'est pas équilibré dynamiquement, le moment cinétique
précesse autour de A, et un moment de force perpendiculaire a A
doit €tre appliqué pour garder A fixe :
= vibrations, usure des coussinets et supports, ...

Ty

\

~

EPFL - GM
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Roue mal équilibrée en rotation

Axe de rotation fixe faisant un angle 6 avec I'axe de symétrie

On choisit un repére d'inertie (lié a la roue, donc en mouvement) :
- Origine au centre de masse G
- Axe 3 selon I'axe de la roue

- Axe 1 dans le plan défini par I'axe
de la roue et I'axe de rotation A

Dans le repere d'inertie :

. [wsin0O . (LOO
 cosB 001,
L,=I, osin0& + 1, mcosd &,
dg—tG =1, sinO (®AE,) + I, wcosO (®AE,)
=1, osinb (w cosO €,) + I, m cos (- sinb €,)
dL : . v _0 < :
dtG =(I, -1,) ”sinB cosO &, = M, “gigf);;e;ff‘gfrﬂeffj

EPFL - GM 22



Théoréeme de Huygens- STemer

* Par rapport a un point A quelconque :

EPFL -

[); = Ema AP, 3; - (AP) (AP.) ]

= Ema[GPa 8; - (GPu),(GPx),

(I, = (T, + M|AG's, - (AG) (AG) |

N\ _/
y

= tenseur d’inertie au point A
d’une masse M au point G

GM

:Ema(mz +GP. +2E-GT’Q) S.

J

- Ema_(AG +GPa) i = ((AG), HGP., ) ((AG); HGP), )]

{AG),(AG), H(GP) (GPx). H(AG),(GP.). HGP.),(AG) |

Ema[AG 5, - (AG)(AG) |

ermet de calculer

e tenseur d'inertie
au point A quelconque
connaissant celui
au centre de masse G

23



Théoreme de Huygens-Steiner (applications)

 Formule de Steiner pour les moments d'inertie :

- Ac = axe de direction U passant par un point C quelconque
- A = axe de direction u passant par le centre de masse G
- d =distance entre les deux axes A, et A,

~ ~ _2
1, = 200y vy = 20, w; + IM[CC wud, - (CG)u(CG) )
L] . L] .\ L]
-1, +M[CG —(CG-u)]

A

— 2
[, =1, +Md
Y ) )
= moment d’inertie d’une
masse M a une distance d de AC

- AXes principaux :

Si les axes A et CG sont des axes principaux d’inertie au point G
alors les axes A et CG sont des axes principaux d’inertie au point C

EPFL - GM 24



Probleme de la meule

Démo : Moulin a gyroscope # 224

Description et hypotheses :
- Meule : disque mince de masse M, rayon R, centre de masse G
- Axe de la meule CG : horizontal, sans masse, longueur d
- Roulement sans glissement sur le sol avec point C fixe sur un axe vertical
- o = rotation propre de la meule, Q = rotation autour de l'axe vertical

Vecteur instantané de#r'o‘ram total = @ + Q
0=v,=V5+(@® +2) AGA
0=vVe=Vg +(® +Q) AGC

= (0 +Q)/\GA (00+Q)/\GC
= OAGA=Q AGC

= | wR = Qd
Equations du mouvement :

i—lt) =Mv, =T +N +Mg

—

dL
dt

)
Oy

C =M =C—GA(N +M§)

EPFL - GM



Probleme de la meule (suite)

Démo : Moulin a gyroscope # 224
Tenseur d'inertie : T = (T raet Ul ]
(dans repére d'inertie (IC)IJ (IG)IJ +M [CG 61‘ (CG)i (CG)j
d'axes 1, 2, et 3, IMR? 0 0 000
en rotation avec l'axe =~
de la meule autour de 3) le= 0 %MRzl 0 , +M Od202
0 0 IMR 00d

Moment cinétique :

I:C_TC ((_’[)"'52)_(ic)n(_f)‘|‘(ic)33f2 f
:%_(IC)H q_%MRzéA(T) 1 4
Equations du mouvement : %/f
) MQ*d =T, 2
MvG — EF — 3 O = T2 -
0=T,+N-Mg

—

dL
dt

€ =Mg' = IMR’Quw =d(N-Mg)

=N =Mg +;MR29% =Mg+!MRQ*>Mg | "
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