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Corrigé Série 9

Exercice 15

Pression due aux galaxies

Quelle est la pression due aux galaxies ?

La densité d’énergie cinétique est donnée par :

ucin =
∫ ∞
0

n(p)Ecin(p) dp avec Ecin(p) =
p2

2m

On considère ici une distribution de vitesse très simple, n(p) = n · δ(p−mv) :

ucin =
∫ ∞
0

Ecin(p)n δ(p−mv) dp = n
(mv)2

2m
= n

1
2
mv2

Pour la matière, la pression vaut par conséquent :

P =
2
3
ucin =

1
3
nmv2 = 3.4 · 10−18 N m−2

avec les grandeurs suivantes :
m = 3 · 1041 kg
n = 0.1 Mpc−3 = 3.40 · 10−69 m−3

v = 105 m s−1

Comment cette contribution à la pression de l’Univers se compare-t-elle avec la pression
du rayonnement à 2.725 K ?

Dans l’approximation du corps noir, on a une densité d’énergie :

urad =
4σ
c
T 4

La pression du rayonnement s’écrit alors (avec 4σ
c = 7.566 · 10−16 J m−3 K−4) :

Prad =
1
3
urad =

4σ
3c
T 4 = 1.39 · 10−14 N m−2

Par conséquent, la pression du rayonnement cosmologique est près de 10’000 fois plus
forte que celle due aux galaxies ! Par contre, la densité d’énergie associée aux galaxies (à
la matière en général) est bien plus élevée que celle associée au rayonnement cosmologique,
à cause de l’énergie de masse des baryons.
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Exercice 16

Loi thermique de l’Univers

A partir des équations de Friedmann obtenues dans l’exercice 9, exprimer la pression to-
tale p et la densité de masse inertielle totale ρ.

Partant de la seconde équation de Friedmann :

Ṙ2 =
8πG

3
R2ρ− k c2 +

1
3

Λ c2R2

on peut aisément isoler le terme de densité, et en divisant par R2 on obtient :

8πG
3

ρ =
Ṙ2

R2
+
kc2

R2
− 1

3
Λ c2

Pour exprimer la pression totale, on utilise ensuite la première équation de Friedmann :

R̈ = −4πG
3

(
ρ +

3p
c2

)
R+

1
3

Λ c2R

dans laquelle on isole le terme de pression :

4πG
c2

Rp = −R̈− 4πG
3

Rρ+
1
3

Λc2R

En multipliant par 2 et en divisant par R, cela donne :

8πG
c2

p = −2
R̈

R
− 8πG

3
ρ+

2
3

Λ c2

Substituant dans cette équation la densité par l’expression obtenue précédemment, on a :

8πG
c2

p = −2
R̈

R
−
(
Ṙ2

R2
+
kc2

R2
− 1

3
Λ c2

)
+

2
3

Λ c2

expression que l’on peut simplifier, pour finalement obtenir l’équation :

8πG
c2

p = −2
R̈

R
− kc2

R2
− Ṙ2

R2
+ Λ c2
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Déduire la loi thermique de l’Univers (valable pour la radiation).

On multiplie l’équation de la densité par 3R3 :

8πGρR3 = 3kc2R+ 3RṘ2 − Λc2R3

On dérive par rapport au temps :

d
dt

(
8πGρR3

)
= 3kc2Ṙ+ 3Ṙ3 + 6RṘR̈− 3Λc2R2Ṙ

= −3ṘR2
(
−kc2

R2 − Ṙ2

R2 − 2 R̈R + Λc2
)

En substituant l’équation de la pression p dans l’expression ci-dessus :

d
dt

(
ρc2R3

)
= −3ṘR2p = −pdR3

dt

Noter que cette équation est de la forme dE = −pdV , qui rappelle le premier principe de
la thermodynamique.
Pour la composante matérielle, on a l’équation d’état pM = 0, d’où on déduit :

d
dt

(
ρMc2R3

)
= 0 ⇔ ρM ∝ R−3

Pour la composante radiative, on a l’équation d’état pr = 1
3ρrc

2, d’où :

d
dt

(
ρrc2R3

)
= −pr

dR3

dt
= −1

3
ρrc2 dR3

dt

d
dt

(
ρrc2

)
R3 + ρrc2 dR3

dt
= −1

3
ρrc2 dR3

dt

d
dt

(
ρrc2

)
R3 = −4

3
ρrc2 dR3

dt
= −4ρrc2R2Ṙ

d
dt

(
ρrc2

)
R4 = −4ρrc2R3Ṙ

Ce qui est équivalent à :

d
dt

(
ρrc2

)
R4 + ρrc2 dR4

dt
=

d
dt

(
ρrc2R4

)
= 0 ⇔ ρr ∝ R−4

La loi de Stefan-Boltzmann donne pour un rayonnement de corps noir ρr = 4σ
c T

4, d’où
on déduit la loi thermique de l’Univers :

R · T = cte
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