Homework 10 : 21 November 2017
Traitement Quantique de I'Information

Exercise 1 Propriétés des matrices de Pauli
a) On a :

ag +az a; — i(lg)

A = agl + a0, + as0, + azo, = .
0 v Y 372 a; +1as  ag — as

Soit A = <a11 a12>. On doit avoir :

A21 Q22
ap + az = a
Qo — ag = a2
.. . a1 + as9 aip — ags
ce qui implique ay = — et az = —

D’autre part on doit avoir :

ap — iGQ = a2
a; + iag = Q91
C @12 + a2 a1 — a12
ce qui implique a; = ———— et 4y = ————.
2 21
Donc toute matrice 2 x 2 A peut s’écrire :

ai1 + aga 12 + a1 Qo1 — G192 air — G2
A — I x
y T T % 2

Z-.

Notez que si A = A" on doit avoir ag, a1, as, ag € R.

Nous vérifions a chaque fois uniquement la premiere relation.
b) & ¢)

04, 0y = 0,0, — 0,0,
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Les autres calculs sont similaires. Remarquez que les relations s’obtiennent de la premiere
par permutation cyclique de xyz.

. _ (0 1) (0 =iy, (o =i (01
T2y T 920y = {1 o) \i 0 i 0)\1 0
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Puisque 0,0, = —0,0, on a :
Ox0y — OyOy = 20,0,.

Puisque [0,, 0] = 2i0, on déduit 0,0, = io,.

N0 = NgOy + Nyoy + N0, par définition

(7 - 6)2 = (nyo, + nyoy, + n,0,) (nyo, + nyoy, +n,0,)
= niai + nzas + niag
+ NyNy0 0y + NyNy 0y,
+ nxnzaxgz + n2n$0-20-2?
+ nyn.o,0, + nnyo.0,

=(ni+ni+nd)I=1

Dans la seconde égalité on a fait attention au fait que les matrices de Pauli ne commutent
pas. Dans la troisiéme on a utilisé les relations sous 2. Dans la derniere égalité on a utilisé
que 77 est un vecteur unité (sa norme vaut 1).

Cette identité implique (77 - 5)3 =n-ad;(n- AP =1; etc...

Ainsi

+o0 Nk
exp(itii - ) = %(ﬁ-&)k
k=0 )
(it)* (LN I
= Lt Y, )
k pairs k impairs



D’autre part

cost = Z (lk') et i1sint = Z (Zk?

k pairs k impairs

(Parenthese : Voir un formulaire, ou bien notez que
e = cost + isint et donc :

Nk Nk
Z —(Z];) + Z _(22 = cost + 2sint,

k pairs ’ k impairs

ensuite en changeant t — —t on a aussi

Z (Zk:') — Z (Zk? = cost —¢sint,

k pairs ’ k impairs

et en additionnant et soustrayant on trouve (x).)
Finalement on a bien prouvé :

exp(itni - @) = (cost)] + (isint)fi - &

e) Ecrivez explicitement les matrices 2 x 2!

f) Diagonalisation de o,.

0 1\ (1) | (wm U1 = AUy
(o) () () = {nzn
= v; = A?v; et vy = A2y, Pour avoir v; vy # 0 il faut A> = +1 et donc X\ = £1.
les valeurs propres sont +1.

Le vecteur propre associé¢ a A = +1 satisfait a

U] = Uy et Uy = V1.
= % (1) est un vecteur propre normalisé
Le vecteur propre associé a A = —1 satisfait a :
V1 = —Uy et Vg = —Vq.

1 .
( ) est un vecteur propre normalisé

Diagonalisation de o,.




On peut procéder comme avant. On peut aussi trouver les valeurs propres en résolvant :

-A

Le vecteur propre associé a A = +1 satisfait a :

(G0 ()=() = { s
1 0 Uy Uy 11 = V2

Les deux équations sont identiques. On choisi v1 = 1 et vy = ¢

det(_z.)\ ‘Z):AQ—(—z’)(z’)zA?—l:o:»A:ﬂ

1 -
= — (2) est un vecteur propre normalisé

V2

Pour le vecteur propre associé a —1 on a :

G o) ()= = { e
20 Uy () W1 = —Vs

On choisi v1 =1 et v9 = —1¢
1 1 .
Donc — . ] est un vecteur propre normalisé.
V2 \~1

Diagonalisation de o,.

1 0 1 0
az:(o _1) dans la base (O) et (1)

Lo (1 s
Donc 1 est la valeur propre associée a (O) et -1 est la valeur propre associée a ((1))

Trace. La trace d’'une matrice est égale a la somme des élements diagonaux. Celle-ci est
aussi égale a la somme des valeurs propres. On vérifie que tout est consistent et que
Tro, =Tro, =Tro, = 0.

Déterminant. Le déterminant est égal a aji1as9 — ajoa01. Mais c’est aussi le produit des
valeurs propres. On vérifie que tout est consistent et que det o, = deto, = deto, = —1.

En notation de Dirac on a :

A= ( ) = an 1) {11+ ana [1) (] + axr [4) (1 + a2 [4) (4]

21 A2

En fait, il est utile de réaliser que ceci est consistent avec

(AT = aw; (TNAW) = ai2; ([A[T) =aa1 et ([[A[l) = ag.

D’autre part

= (5 o) mei= (o o)swai=(3 o) e« mai=(g 1)

Maintenant la vérification demandée est triviale.



