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— Vous avez 2h : 8h15 - 10h15.

~ Iy a 4 exercices. Lisez les tous avant de commencer dans l'ordre qui vous convient le
mieux.

— Rédigez vos réponses au propre sous la donnée de chaque exercice.

— Rendez aussi vos feuilles de brouillon.

— Justifiez vos réponses et détaillez vos calculs.

— Chaque probléeme posséde le méme poids.

Conventions

- Le nombre imaginaire pur sera noté i (c.a.d. i* = —1).

— Par convention |0), | T) ou |h) sont égals & ((1)) Et 1), | ) ou |v) sont égals & (T)

Les formules suivantes peuvent éventuellement étre utiles :

a) On rappelle les formules d’Euler pour ¢ un nombre réel.

e = cosf + isinf

et
eif 4 =it ot _ =it
cosf = — sinf =

b) Les trois matrices de Pauli sont

(o1 (0 —i (1 0
z=\10)0 %=\i o) =T \0o -1/)°

10

. Si i = (ng,n,, n,) est un vecteur unité et
0 1 s z

La matrice identité est notée [ = (

7 = (0,,0,4,0,) On a
i - 0 = Ny0, + Nyoy + N.0.

De plus la formule d’Euler généralisée est valable (f un nombre réel)

"% = (cost)] +i(sint)il - 7.



On) les

c) Si A est une matrice hermitienne, «y, ..., @, ses valeurs propres et |d1),5.-.,
vecteurs propres correspondants, on a la décomposition spectrale

A= ailé;) (@5l

Pour une fonction F(-) (par exemple F(z) = exp(z)) :

n

F(A) = F(a;)|6;) (5]

j=1
d) Le produit tensoriel entre deux vecteurs est donné par
aq bl
ay ® bl _ aq bg
a9 bg 5] bl
azbs
Le produit tensoriel entre deux matrices 2 x 2 est donné par :

anbin anbia @by apb

(Cﬂn Clm)@(bn 5)12): anbar @by aabay  aiabas
bar  baa anbii  azibio abyy  axnbn

anbar  Gaibyy  agby  agby

Q31 Q22



Exercice 1 Interférométre de Mach-Zehnder.

Considérez linterférometre de Mach-Zehnder de la figure ci-dessous. On suppose qu'un
photon est envoyé sur le mirroir semi-transparent & gauche. Ensuite celui-ci est réfléchi par
deux miroirs réfléchissants, puis arrive sur le miroir semi-tranparent a droite. Il est finalement
capturé dans les détecteurs Dy et/ou Ds.

L’espace d’Hilbert du photon est modélisé par I’espace” bidimensionnel C? de base ca-
nonique |k, |v), correspondant aux trajectoires "horizontales” et ”verticales” du photon.
Les mirroirs semi-transparents sont modélisés par la "matrice de Hadamard imparfaite”

1 € 01
— L ) . . , ’ . IS L -
H = 7 (1 ﬁem)‘ Les mirroirs réfléchissants sont modélisés par la matrice X (1 O)'

(%

(a) Expliquez et justifiez pourquoi le choix ci-dessus de la "matrice de Hadamard imparfaite”
est compatible avec les principes de la physique quantique

(b) Représentez la situation expérimentale du schéma comme un circuit quantique.

(c) L'état initial du photon est |h). Calculez les probabilités que le photon soit détecté dans
D, dans D, en fonction de ¢.
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Solution exercice 1 suite :



Solution exercice 1 suite :
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Solution exercice 1 suite :



Exercice 2 Réalisation de la porte SWAP

La porte est importante car elle permet d’échanger les g-bits dans un circuit. Elle est
définie dans la base computationelle avec les vecteurs |0,0), [0, 1), |1,0), [1,1).

SWAP |z,y) = |y, z) , x,y € {0,1}

(a) Démontrez que cette opération est unitaire.

(b) Donnez sa matrice correspondante en notation de Dirac et sous forme de tableau.

Solution pour ’exercice 2 :
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Solution exercice 2 suite :



Solution exercice 2 suite :
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Solution exercice 2 suite :
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Exercice 3 Ewvolution de deux spins et intrication

On considére deux spins 3 nucléaires avec Hamiltonien d’interaction H = hJo} ® o3.

L'opérateur d’évolution de ce systeme est U = exp (—% )
Pour la question b) on prendra ’état initial des deux spins :

1
V2

Notez aussi que la question ¢) peut étre résolue indépendemment de a) et b).

o = 2wy -
ltho) = (IT)+H>)®\/§(\T) )

(a) Représentez les matrices H puis U comme un tableau matriciel ou bien en notation de
Dirac (au choix).

(b) Montrez que I'état aprés un temps ¢t = ;5 est (indication : €3 = 1)

R
1

e

|ebe) = (1) =it + i3 = )

2

(c) Montrez que cet état est intriqué, c’est a dire qu’il est impossible de I'écrire sous la forme

(@It + BN @ (v IT) + 1)

Solution pour l'exercice 3 :
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Solution exercice 3 suite :
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Solution exercice 3 suite :
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- Solution exercice 3 suite :
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Exercice 4 Variation sur le probléme de Deutsch-Josza

En 1993 E. Bernstein et U. Vazirani (Proc, 25th Annual ACM Symposium on the Theory
of Computing, ACM Press, NY p11-20) formulérent le probléme suivant. On se donne un
"oracle” qui calcule

f(z1,12) = (m121 B a2x2) © b mod?2
pour chaque entrée (z1, ;) € F2 = {(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)}. Ici (a1,02) € F2 et beFy =
{0,1}. Le but est de calculer a en posant le moins de questions possibles a l'oracle (pour
fixer les idées on suppose b connu et (aj, a) inconnu).

(a) Combien de questions faut-il poser & 'oracle pour déterminer (a1, ay) classiquement ?

(b) On considere le circuit de Deutsch et Josza. Ce circuit réalise 'opération unitaire sui-

vante :
(HoHe NU(He H® H)(I®1® NOT)

ot Us|zy, @2, y) = |71, %2,y D f(xy,z2)). Faites un dessin du circuit correspondant.

/
(c) Calculez létat de sortie du circuit quand létat d’entrée est 0,0, 0). Indication : il peut
atre utile de remarquer que pour z € {0,1} on a |z) — [L @ z) = (=1)*(|0) — |1})

(d) On fait une seule mesure dans la base computationelle des deux premiers qubits de sortie
du circuit. Montrer que cela suffit & déterminer (@i, az) (avec probabilité 1).

(€) A-t-on besoin de savoir la valeur de b pour le succes de 'algorithme 7 Si celle-ci n'est pas
connue, est ce que cet algorithme permet de la déterminer ?

Solution pour 'exercice 4 :

3"6 :fm,\f 1€ Tondrs QC;YU‘QL\Q— G & Qo> ~ \;}Q(‘X!)Xt)gg 5

&

{ 2 le
o~ C(\-ﬂ q e L““L y

(x’)xl),

(;)V\«M\Q o~ @ L | o Lln 1 22 Q( C/‘ Ql /

Eim@.\ é‘, LY -&‘-V\D“Q,!'r‘f/bb\—b\’{‘ )n ?L/“?«. C(A.. qu ~
-y /4 N i R g v o~ .

. —— e i (H)—>—



Solution exercice 4 suite :
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Solution exercice 4 suite :
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Solution exercice 4 suite :
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