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Traitement quantique de I'information II

Exercice 1 Réalisation d’un état intriqué par RMN (8 points)

Soit & = (0,,0,,0,) avec

(01 (0 =i /10
92=\1 0)°% = \i 0/ %" \o -1

les trois matrices de Pauli. Soit n = (n,,n,,n,) un vecteur de norme unité. Soit

0 0 0
R(0,n) = exp (255 . ﬁ) = <cos 5) 144 (sin §> a-n,
1 0

oul = 0 1 et g -

n
On rappelle que R(6,7) peut étre représentée sur la spheére de Bloch comme une rotation
d’angle 0 et d’axe n, agissant sur le vecteur représentant 1’état du spin.

a) Calculez R (3,2) |1) et R(%,9)|1) ot @ = (1,0,0) et § = (0,1,0). Donnez le résultat

en notation de Dirac.

= 0Ny + OyNy + 0.1.

b) Considérez deux spins nucléaires (en interaction) avec ’hamiltonien
1 0 0 0
0O -1 0 0
— (1) 2) —
H=hJo,' ®c,” =hJ 0 0 -1 0
0 0 0 1

(Ici h est la constante de Planck et J est une constante de couplage).
Calculez exp (—i%H ) et donnez le résultat en notation de Dirac.

c) Considerez le circuit suivant. Donnez ’état de sortie si les deux bits (spins) sont ini-
tialisés a 1) ® |1). Prendre t = .

— R (3.2) e~ tntl
avec
T -, - % T ~
— R(5,%2) R(5.9) —

d) Montrez que I'état est intriqué.



Exercice 2 Effet des imperfections sur ’algorithme de Simon (8 points)
On considére le probleme de Simon pour n = 2. Soit H = {z € F3 | z = (0,22),avec x5 €
{0,1}}. Cest le “sous-espace vectoriel caché” de 3. Soit f : F3 — {0, 1} telle que f(z) =

f(y) si et seulement si z —y € H. Pour fixer les idées on prendra la fonction f(0,0) =

£(0,1) =0et £(1,0) = f(1,1) = 1.

Considérez le circuit (de I'algorithme de Simon) :

— Hy H [ /A

— Hy Uy H Mesure

ou Hy et Hy sont des portes de Hadamard imparfaites :

Holb) = % (10) + (=1 |1))
Hy B = = (0) + (=1 |1))

5

2

et ¢p et ¢y sont des phases dans [0, 27]. Les deux derniéres portes du circuit sont des portes

de Hadamard standard |

7 (10) + (=1)" 1))

et Ug |z1,22) ® |2) = |21, 22) ® |2 B f(x1,22)). Le circuit est initialisé a |0,0) ® |0).

HIb) =

a) Calculez I'état juste apres les deux premieres portes de Hy et Hj.

b) Calculez I'état apres Uy, puis enfin calculez I'état juste apres les deux dernieres portes
de Hadamard (c.a.d. juste avant la mesure).

¢) On mesure les deux premiers qu-bits dans la base définie par les projecteurs
{lw) (Wl © 1| y e {00,01,10,11}}.

. , . " . 1
Le qu-bit de stockage n’est pas mesuré, ce qui est reflété par la matrice 1 = <O (1)>

Calculez les probabilités d’obtenir les états |00) , |01),[10),|11) juste apres la mesure.
d) Deduire la probabilité de tomber sur un vecteur de H' et celle de tomber sur un

vecteur de H. Pour quelles valeurs de ¢ et ¢; retrouve-t-on les cas ou les portes de
Hadamard sont parfaites? Y a-t-il quelquechose d’étonnant dans vos resultats ?



Exercice 3 Algorithme d’estimation de phase (8 points)

Soit U un opérateur unitaire qui posseéde un vecteur propre |u) de valeur propre exp(2mig).
C’est a dire
U lu) = e*™ |u) .
On suppose aussi que ¢ est un nombre rationel plus petit que 1, avec exactement t bits.
C’est a dire

1 P O
o=t 2, T
ou ¢; € {0,1} pouri=1,..., ¢t
Considérez le circuit suivant :
H
H > A
21
H
U — U? - :Uzt_1

L’état initial est

0--- O> ® |u).
t bits
a) Calculez I’état apres les portes de Hadamard.

b) Calculez I'état apres la premiere porte controle-U, puis apres les deux portes controle-
U?. Montrez que I'état juste avant (QFT)T est égal & QFT [2!¢) @ |u).

On rappelle que
2t—1

1 2mi
QFT |z) = Wzmt 1)
y=0
ol x et y sont des entiers dans {0,1,...,2" — 1}.

c¢) Expliquez pourquoi I’état juste avant la mesure est [2'¢) @ |u).
d) Comment obtient-on la valeur de ¢ 7 Le résultat de la mesure est-il aléatoire ?

Indication : La porte controle-V agit comme

1b) [b)

|u) 1% VP u)

ou b est le bit de controle.



