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Ce document n’est pas un support de cours officiel. Il s’agit de notes de cours personnelles et
partiellement adaptées. De ce fait certaines banalités ou rappels énoncés durant le cours n’y
figurent pas, alors que d’autres choses non-énoncées y figurent.



Table des matieéres

Table des notations

Chapitre 1. Rappels d’arithmétique
Divisibilité
Nombres premiers et factorisation
Congruences
Théoréme d’Euleur et petit théoréme de Fermat

Chapitre 2. Corps finis
Rappels algébriques
Définitions et propriétés
Automorphisme de Frobenius
Racines primitives mod p et conjecture d’Artin

Chapitre 3. La loi de la réciprocité quadratique
Symbole de Legendre
Sommes de Gauss
Preuve de la réciprocité quadratique

Chapitre 4. Corps quadratiques
Définitions et caractérisation
Anneau des entiers

Chapitre 5. Corps de nombres et anneaux d’entiers
Définitions
Idéaux fractionnaires
Ramification et autres

Chapitre 6. Unités dans un corps quadratique réel

Chapitre 7. Groupes de classes d’idéaux

Chapitre 8. Corps quadratiques et formes binaires

Formes bilinéaires symétriques et quadratiques entieres

Formes binaires

Chapitre 9. Trace, norme et discriminant
Norme et trace d"un élément d"un corps
Théoreme de la base adaptée
Norme d’un idéal d"un corps de nombres
Discriminant

Trace, norme et discriminant d"un corps de nombres

Chapitre 10. Corps cyclotomiques
Définition et propriétés

N NN a1

e}

15
15
16
19
19

21
21
24
26

29
29
31

35
35
35
36

39
43

45
45
49

51
51
52
54
55
55

59
59



4 TABLE DES MATIERES

Automorphismes de Q(Cp)

Chapitre 11. Théorie de Galois des corps de nombres
Rappels de théorie de Galois
Théorie de Galois des corps de nombres

Chapitre 12. Corps cyclotomiques et réciprocité quadratique
Chapitre 13. Corps cyclotomiques et premieres approches du dernier théoréme de Fermat
Chapitre 14. Nombres congruents et courbes elliptiques

Index

61

63
63
64

69
71
73
77



Aut(K/F)
(o

Cy

car(A)
CI(K)

det

D

Dp

E,
E(Q)
Iy
I,
Gal(K/F)
hx

Idg

Im

I(K)

Ip

My

ker

KH

K(a)

pgdc(a, b)
P(K)
Q(Vd)
Q(Cp)

Q

R

R[X]
R*
Tr
Z

TABLE DES MATIERES

Table des notations

Ensemble des automorphisme du corps K qui sont 'identité sur F
Les nombres complexes

Groupe cyclique d’ordre d

La caractéristique de 'anneau A

Groupe des classes d’idéaux
Déterminant

Discriminant

Groupe de décomposition de 1'idéal P
Courbe cubique y <= x> -n < x

Groupe des points rationnels de la courbe E
Corps fini a p éléments Z/pZ

Corps fini a g = p" éléments

Groupe de Galois de I'extension K/F
Nombre de classe

Application identité de ’ensemble E
Image d’une application

Groupe des idéaux fractionnaires de Ok
Groupe d’inertie de 'idéal P

Application de multiplication par x
Noyau

Sous-corps invariant du sous-groupe H
Extension du corps K par I'élément o
{x"|x € K}

Les nombres naturels, 0 compris
1,2,3,...,n)

Lanorme

Anneau des entiers sur Z de K

Ensemble des éléments premiers de 'anneau Z
Plus grand diviseur commun de a et b
Groupe des idéaux principaux de 0k
Corps quadratique

Corps cyclotomique

Les nombres rationnels

Les nombres réels

Anneau de polynoéme a coefficient dans I'anneau R
Groupe des unités de ’anneau R

La trace

Les nombres entiers

Le polynoéme carctéristique de x
Indicatrice d’Euler

Racine primitive p-ieme de 'unité dans C



alb

athb

(a,b)

a=b mod m
[aln

[X"]

[K: F]

#A

i=m,n

UJ<$£Aﬂlﬂlﬁﬂll2+LC30:|XM@Z

TABLE DES MATIERES

a divise b

a ne divise pas b

Plus grand diviseur commun de a et b
a est congrus a b modulo m

Classe de 2 modulo m

Coefficient de X"

Degré de 1’extension K/F

Cardinalité de I'ensemble A

m<i<n

Symbole de Legendre

Automorphisme de Froebenius

Idéal principal engendré par I'élément f
Module complexe/valeur absolue

La somme directe

Symbole de sommation

Le produit cartésien

Produit/produit cartésien

La composition des applications
L'intersection

L'union

La non égalité

Isomorphisme de structure algébrique
L’inclusion

L'inclusion

L’inclusion stricte

La non inclusion

Sous-groupe

Fleche injective

Fleche surjective

Symbole universel “pour tout”
Symbole universel “il existe”



CHAPITRE 1

Rappels d’arithmétique

Divisibilité

Définition 1.1.
Soita,b € Z,b # 0. On dit que b divise a s’il existe ¢ € Z tel que a = bc. On note b|a (sinon b 1 a).

Sia# 0 # b, ondit qued € N est le plus grand diviseur commun dea etde bsi:
-dlaetd|b;
- s’il existe c € N tel que c|a et c|b, alors ¢ < d.

Notations: pgdc(a,b) =d (a,b) =d.

En particulier, si (a,b) = 1, on dit que a et b sont premiers entre eux.

Remarque 1.2.
Pour trouver le pgdc on utilise ’algorithme d’Euclide. Il est basé sur I'observation suivante :

Division euclidienne :sia, b € Z, b # 0, alors il existe g, € Z tels quea = gb + r et |r| < |b|.
Variante :sia, b e Z,b # 0, alors il existe g, € Z tels quea = gb + r et 0 < r < |b]. le couple (g, 1)
est alors unique.

Identité de Bézout.
Soita,b e Z,a+# 0 #b. Alors il existe r,s € Z tels que ar + bs = (a, b).

IpEE DE LA PREUVE. On utilise ’algorithme d"Euclide pour trouver pgdc(a, b) et on remonte
les divisions successives pour l'exprimer en fonction de a et b. |

Nombres premiers et factorisation

Définition 1.3.
On dit que p € Z\ {0, £1} est premier si p = ab entraine que soita € Z* = {1}, soitb € Z".

Notation: L’ensemble des premiers de Z sera noté IP.

7



8 1. RAPPELS D’ ARITHMETIQUE

Proposition 1.4.
Soita,b e Zetp € P,alors :

Siplabalorsplaoup]|b.

DEMONSTRATION. Supposons que plabetp {a,ie(p,a)=1.
Par Bézout : Ar,s € Z tels que rp + sa = 1, ainsi en multipliant par b, on obtient :

rpb + sab =b = plb
N ——

Théoréeme fondamental de I'arithmétique.
Soit n € N, n # 0, n # 1. Alors il existe des premiers distincts p1,...,p, > O et des entiers positifs
ei,..., e tels que:

_ €1 (e
n=mp'-...p

Cette décomposition est unique a ordre preés des facteurs.

DEMONSTRATION.

Existence : Procédons par récurrence sur 1.
Les cas n = 2 et n = 3 sont triviaux puisque 2 et 3 sont premiers.
Supposons alors le théoréme vrai pour tous les entiers jusqu’a n > 3 et montrons qu'’il est
vérifié pour n + 1.
Sin + 1 est premier, alors il n’y a rien a montrer. Sinon, il existe a,b € IN,, \ {1} tels que
n+1=ab.
Par hypothese de récurrence, le théoréme est vrai pour a et pour b. Il suffit alors de
regrouper les facteurs de a et de b et le théoréme est vrai pour n + 1.

Unicité : Supposons que n admette deux décompositions premieres
Pl =qy gl

Alors pq qu, ey qf. Ainsi, on peut renuméroter les g; de telle sorte que p1|g1. Or g; est
premier, donc p; = 4.
On simplifie les deux cotés de "équation :

-1 r -1 s
Py —qu gl
En itérant le raisonnement précédent, on obtient {p;}l_, = {qj};:zl. En particulier, ¥ = s et

feidr, = {fi¥,.

O

Remarques 1.5.
(1) On peut étendre ce théoreme a Z. L'unicité de la décompostion premiére est alors a
comprendre a ordre et signe pres des facteurs.

(2) Les anneaux integres possédant la propriété de factorisation unique sont appélés an-
neaux factoriels.

Théoréme 1.6 (Euclide).
11 existe une infinité de nombres premiers.
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DEMONSTRATION. Supposons ab absurdo qu’il existe un nombre fini de nombres premiers
distincts p1 < ... < ps.
Posons :

N := pl+1

Ainsi p; 4 N pour touti =1,s.
Or , d’apres le théoreme précédent, il existe au moins un premier p tel que p|N, mais p # p;
pour touti =1,s. 4 O

Congruences

Soitm € IN '\ {0, 1}.

Définition 1.7.
Soita, b € Z. On dit que a et b sont congrus modulo m si m | (b — a).
Notation:a=b mod m.

La relation “= mod m” est une relation d’équivalence sur Z (elle est réflexive, symétrique et
transitive).
On note Z/mZ 1'ensemble des classes d’équivalence, aussi appelées classes de congruences
modulo m.

Propriété 1.8.
Sia,a’,b,b’ € Z sont tels que

7

a=ad modm e b=b modm

alors
a+b=a+b modm et ab=dat mod m.

DEMONSTRATION. a =a’ modm = ml|a’ —a et
b=V modm = m|b -0
Ainsi, m|[(@ —a)+ (V' -Db)] =@ +V')—(@a+b).Doa+b=a"+b mod m.
En outre,
m|la’ (V' =b)+(@ —a)b]=a’'t) —a’'b+a’'b—ab=a'b' —ab
—_——  ——

m| m|

d’ottab = a’t’ mod m. ]

Pour tout a € Z, on note [a] = [a],, = mZ + a la classe de a dans Z /mZ.
On définit alors les deux opérations suivantes :
[aly + [b]y = [a + bly Ya,b € Z/mZ.
[aly - [Dlw := [ably  Va,b€ZmZ

La propriété précédente nous assure que ces deux opérations sont bien-définies. En outre, on
vérifie facilement que, muni de ces deux lois, Z/mZ est élevé au rang d’anneau commutatif.

Définition 1.9.
Soit A un anneau commutatif.
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- Un élément u € A est une unité s’il existe v € A tel que uv = 14.
On note A* ’ensemble des unité de A. Il s’agit d'un groupe ! !

- Un élémenta € A \ {0} est un diviseur de zéro s’il existe b € A \ {0} tel que ab = 04.

- On dit que A est integre s’il n’admet pas de diviseur de zéro.

Théoréme 1.10.
SoitmeIN,m>1,etacZ. Alors,

(1) sim|a, alors [a] = [0] dans Z./jmZ.;
(2) (m,a) = 1siet seulement si [a] € (Z/mZ)*;

(3) sil < (m,a) < m,alors [a] est un diviseur de [0],,,.

DEMONSTRATION.
(1) mla & m|(a-0) & a=0 mod m.
(2) Si(m,a) =1, alors par Bézout il existe r,s € Z tels que 1 = mr + as. Ainsi
(1] = [mr + asly = [mrly + [aslm = [0]n + [alnls]m = [almls]n -
Dot [a] € (Z/mZ)".
La réciproque est banale puisque si [a],, est une unité, alors il existe s € Z tel que
[1]x = [almls]m et donc il existe ¥ € Z tel que 1 = as + rm, i.e (a,m) = 1.

(3) Remarquons d’abord que si 1 < (m,a) < m, alors a est nécessairement non-nul. Soit
doncd = (a,m). Alors il exister, s € Z tels que ar+ms = d. En outre, il existe e, f € Z\ {0}
tels que m = ed et a = fd. Par conséquent,

[al el = [fde]m = [f]m[m]m = [f]m[olm = [0];n..

Ainsi [a],, est un diviseur de zéro dans Z /mZ.

Corollaire 1.11.
L’anneau Z.[pZ. est un corps si et seulement si p est premier.

DimonsTrATION. L'ensemble Z/pZ. étant un anneau commutatif, il reste & montrer que tout
élément non-nul est une unité si et seulement si p est premier.
Soit [a] € Z/pZ, [a] # [0],. Alors p 1 a et p étant premier on a (p,a) = 1 si et seulement si [a] est
une unité dans Z/pZ.
Réciproquement si tout élément [a] # [0] dans Z/pZ est une unité alors tout entier a € IN tel
que 1 < a < p est premier a p, donc p est premier. o

Notation : On note IF, := Z/pZ..

Définition 1.12 (Indicatrice d"Euler).
Soit m € Z, m > 1. L'indicatrice d’Euler de m est par définition le nombre :

o(m) = #HZ/mZ)

Proposition 1.13.
Soit p un nombre premier. Alors p(p) =p — 1.

DEmonsTrATION. Banal, IF, étant un corps, on a #F, = #F, -1=p—1. O
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Proposition 1.14.
Soit p un nombre premier et r > 1 un entier. Alors (p") = p" —p" L.

DimonsTtraTION. D’apres le point (2) du théoréme 1.10 calculer ¢(p") revient a compter
le nombre d’éléments premiers a p” parmi les nombres 1,...,p". Il est en fait plus simple de
compter les éléments non premiers a p’.

Posons P := {n € N|n < p" et p|n}. Alors n € P si et seulement si n = pm < p” pour un certain
m € Z si et seulement si n = pm avec m < p’~ L.

D’ou :
Q) = HZIp"Z) =HZ|p'Z)-#P =p —p
O
Proposition 1.15.
Soit my, my € IN, my, my > 1 tels que (my, my) = 1.
Alors :

p(mimz) = @(mq)p(my)

Pour montrer cette proposition, nous aurons besoin du lemme des restes chinois.

Lemme des restes chinois.
Soit my, my € N, my, myp > 1 tels que (m1, my) = 1. Posons m := mymy. Alors l'application naturelle

f: ZimZ — Z|mZXZ]|mZ
[l = ([alm,, [aln,)

est un isomorphisme d’anneaux.

DimonstratiON. L'application f est bien-définie puisque si [aluym, = [D]mm, alors il existe
s€ Ztelquea =b+smymy = b+ (smy)my = b+ (smp)my, ie. [a]y, = [blw, et [aly, = [D]m,. Il s’agit
clairement aussi d"un homorphisme d’anneaux. Montrons qu’il est bijectif.

Injectivité. Soita € Z tel que ([0],, [0]n,) = ([a)m,, [a]m,)-

Donc mj |a et my |a. Ainsi (my, m;) = 1 entraine que m |a. Par conséquent, [a],, = [0],, et f
est de ce fait injectif.

Surjectivité. #(Z/mZ) = m = mmy = #|[Z/mZ X Z[myZ]. Ainsi f injectif implique que f

est aussi surjectif.
O

Corollaire 1.16.
Soit my,...,m, € N, m; >1Vi=1,r, avec (m;,;m;) = 1sii# j. Posons m := [T, m;.
Alors :

Z/mZ = H(Z/miZ)

i=1

DEmonsTraTION. On applique le lemme des restes chinois de fagon successive a des paires
de facteurs de []}_,(Z/m;Z). O

Reformulation du lemme des restes chinois. (Enoncé traditionnel).
Soit my,...,my € N, m; >1V¥i=1,r, avec (m;,m;) = 1sii# j. Soitay,...,a, € Z.
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Alors, il existe un unique a € Z tel que

ap mod n;

a, mod m,.

Exemple 1.17.
Prenons my =7, my = 11, m3 = 13 ainsi que a; = —1, 4, = —1 etaz = —1. On cherche a € Z tel que
-1 mod 7
a=:-1 mod 11
-1 mod 13.
On trouve
-1 mod 7
1000 =< -1 mod 11
-1 mod 13.

Ainsia = 1000 mod 7-11-13 = 1001.

Proposition 1.18.
Soit A, B deux anneaux commutatifs ainsi que A* et B* leurs groupes des unités respectifs. Soit f : A — B
un homomorphisme d’anneaux. Alors f induit un homomorphisme de groupes fla- : A* — B*.

DimonstratioN. Découle du fait que I'image d’une unité par un homomorphisme d’an-
neaux est encore une uniteé. O

En particulier, f : Z/mZ = Z)mZ x - - X Z,/m,Z induit un isomorphisme de groupes :
f i (ZImZy — (Z]|mZ) X --- X (Z]|m2Z)

Nous sommes maintenant ainsi en mesure de démontrer la proposition 1.15.

Proposition 1.19.
Soit my,...,m, € N, m; >1Vi=1,r avec (m;,;m;) = 1sii# j. Alors:

p(my---my) = @(ma) - -+ - p(my)
DimonsTraTION. En effet, en se basant sur la remarque ci-dessus on peut écrire
pmy - - my) = HZ[(my - - m)Z)
=#Z/mZ) - --- -#(Z[m,2Z)
=q@(m)- - - p(my).

Remarque 1.20.
Ce dernier résultat permet de calculer p(a) pour touta € N, a > 1. En effet,a = p{'---p;’ pour

des premiers distincts py, ..., pr et des entiers naturels ey, ..., ¢,. Etant donné que (pf", p;f )=1si
i# j, il vient

P@ = @) ey =P (1 = 1) e - 1)



1. RAPPELS D’ ARITHMETIQUE 13

Théoreme d’Euleur et petit théoreme de Fermat

Théoreme 1.21 (Euler).
Soit m € N, m > 1, et soit a € Z tel que (a,m) = 1. Alors :

a?™ =1 mod m

DfmonstraTION. Considérons le groupe G := (Z/mZ)*. Sa cardinalité est ¢(m). Or d’apres
le théoreme de Lagrange, I’ordre de tout élément de G divise l'ordre, (1), de ce dernier. Ainsi

[y = [a]" = 1c.

D’ot1a?™ =1 mod m. ]

Corollaire 1.22 (Petit théoreme de Fermat).
Soit p € N un nombre premier et a € Z tel que p 1 a.
Alors :
#71=1 modp

Remarque 1.23.

Le petit théoréme de Fermat est utilisé dans les tests de primalité. On choisit un n € IN et on
souhaite savoir si n est premier ou non. En effet, s'il existe a € Z tel que a”! #1 mod n alors n
n’est pas premier.

Définition 1.24.
Un entier n € N est dit 2-pseudo-premier s’il est composé et si 2"' =1 mod 7.

On constate qu’il n’existe que trés peu de nombres 2-pseudo-premiers.






CHAPITRE 2

Corps finis

Rappels algébriques

1. La caractéristique d’un anneau

Rappelons que pour tout anneau A4, il existe un unique homomorphisme d’anneau :
pp que p ’ q P

na: Z — A

n-la=1a+...+1y sin>0
———
n fois
n +— nan) =ns =404 sin=0

n-lx Z=(—1A)+...+(—1A) sin<0

-n fois

Son noyau est unidéal de Z: kern, := mZ pour un certain m € IN appelé la caractéristique de
Aetonnote car(A) :=m.

En outre si A est un anneau integre, sa caractéristique est soit nulle soit un nombre premier. En
effet, si na est injectif alors kerns = {0} = 0Z, i.e car(A) = 0. Par contre si n4 n’est pas injectif,
alors kerna # {0} et donc m # 0. Supposons alors ab absurdo que m ¢ IP, alors il existe u,v € IN,
1 <u,v < m,tels que m = u - v. Ainsi,

Oa=m-1g=w-0)-1a=@W-1a) - (0-14) = ug - va
#04 #04

Autrement dit, A n’est pas integre. 4 Doncm € .

2. Extensions de corps

Soit E un corps. Si F est un sous-corps de E, alors E est appelé une extension du corps F, et
I'on note F C E.

Alors E est un [F-espace vectoriel. (Les axiomes d’espaces vectoriels découlent immédiatement
des axiomes d’anneaux de E et du fait que FF est un sous-anneau de E.)

On appelle degré d'une extension de corps IF C E, noté [E : [F], la dimension de E en tant que
F-espace vectoriel :

[E: F]:=dimgE

15
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Si F C E est une extension de corps et a € [, alors on définit 1’extension de [F par a, notée F(a),
comme étant le plus petit sous-corps de E contenant a la fois Fet a :

f@)
Fla)={——=|f,¢ € F[X] et g(a) #0 € E
(@ =y /-8 € FIX] et @) £ 0 € B
En particulier, si a est algébrique sur IF alors :

IF(a) = F[a]
Nous avons en fait le critere d” ”algébritude” pour les éléments de E suivant :
a € E algébriquesur F < [F(a): F] < o
Par ailleurs, si a € E est effectivement algébrique sur [, alors en appliquant le 1¢ théoreme
d’isomorphie a 'homomorphisme ev, : [F[X] — [F(a) on obtient 'isomorphisme suivant :
F[X]/ < pa(X) >= F(a)
ot 1,(X) € F[X] est le polyndme minimal de a.
Par suite, on obtient,

[F(a) : F] = deg p.(X).

Définitions et propriétés

Définition 2.1.
Un corps fini est un corps de cardinalité finie.

Proposition 2.2.
Soit K un corps fini. Alors il existe p € IP et n € IN tels que #K = p".

DimonstratioN. Tout corps est intégre, ainsi par ce qui précede, car(K) = p pour un certain
p € IP. Ainsi [F, s’injecte dans K :

F, — K

[n]p = ng
En d’autres termes, K est une extension de degré fini n € IN de [F, et donc #K = p". ]
Scholie 2.3.

La caractéristique d'un corps fini a p"* éléments est p.

Théoréme 2.4.
Soit p € P, n € N et posons q := p". Alors :

(a) Il existe un corps fini a q éléments ;

(b) Si K et K’ sont deux corps avec #K = q = #K’, alors K = K'. Autrement dit, a isomorphisme
pres, il existe un unique corps a q éléments.
On le notera IF,.

(c) Soit K un corps i q éléments. Alors, le groupe multiplicatif K* est cyclique d’ordre q — 1.
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(d) Soit K un corps a q éléments. Alors, tout élément de K est racine du polyndme
F(X) = X7 - X € F,[X].
De plus, F se décompose en facteurs linéaires sur K :

F(X) := H(x —a) eK[X].

aeK

DEMONSTRATION.

(a) Soit F(X) = X7 — X € IF,[X]. Soit L une extension de F, contenant toutes les racines de
F, par exemple le corps de rupture de F. Posons K := {@ € L|a7 = a} ’ensemble des
racines de F dans L.

Montrons que K est un corps. Il suffit, en fait, de voir que K est un sous-corps de L.

- 1 € K, banal.
- Soit x, y € K, alors (xy)7 = x7y? = xy,i.e xy € K.
De plus (x + )7 = x7 + p(...) + 1 = x7 + y1 = x + y puisque la caractéristique de L
estp. Ainsix + y € K.
- Soit x € K et zson inverse dans L. Alors xz = 1 = zx et de ce faitz7 = z7-1 = z7xz =
Zix7z = (zx)1z=1-z=2z,ieze K.
Il reste a voir que la cardinalité de K est g.
Comme tout élément de K est racine de F, on a #K < g = deg f. Pour montrer 1’égalité,
il suffit de voir que F ne posséde pas de racine multiple. Observons,
F(X)=gX"'-1=-1 € F,[X].
——
=0
Ainsi, F/ n’a aucune racine, ce qui implique que toutes les racines de F sont distinctes .
Dou#K =g.
(b) Soit K et K" deux corps tels que #K = g = #K'.
Par (c) nous savons que K* est cyclique. Soit donc a € K un générateur de ce groupe
cyclique : K* =< a >.
Par conséquent K = [F,(«). En effet :
7’ K=10,a1,...,a7 1 CFy(a).
72" : Fy(a) est le plus petit corps qui contient IF, et a. Or IF, C K et a € K entraine
que F,(a) C K.
Soit f, € IF,[X] le polynome minimal de . Ainsi
K=TF,(a) =F[X]/< fa> .
Par ailleurs, a est une racine commune de F(X) = X7 — X € IF,[X] et de f, € F,[X], qui
est irréductible. Donc f, | F.
Maintenant, K’ est aussi un corps a g éléments, ainsi, par le point (d), les éléments de
K’ sont racines de F. Or f,|F, il existe donc un élément a’ € K’ qui soit racine de f,.
Comme f, est irréductible, il s’agit aussi du polynéme minimal de a’. Il vient :

K' 2 F,(a") = F[X]/< fa >= Fy(a) =K
Finalement #K = g = #K’ implique que K = K'.
(c) Soit K un corps a g éléments. Alors K* est un groupe a g — 1 éléments. Montrons qu’il

est cyclique. En fait, il s’agit d"un cas particulier du lemme suivant :

1. Soit F un corps et f € F[X]. Alors, f a une racine multiple si et seulement s’il existe g(X) tel que degg > 0 et
SXIf(X) et gX)ID(f(X))-
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Lemme 2.5.
Soit F un corps et H un sous-groupe fini de F*. Alors H est cyclique.

DimonstraTiON. Tout corps étant commutatif, H est abélien. Ainsi d’apres le
théoréme de décomposition des groupes abéliens finis, on a

HECdIX"'XCdm ou d1||dm

Par conséquent, #H = d; - - - dy,.

Or, sia € H, alors 'ordre de a o(«) | d,,.

= a est une racine du polyndme X%, qui posséde au plus d,, racines.
>#H=dy---dy < dp.

ﬁdl =... =dm_1 =1.

Ainsi H = Cy,, qui est cyclique. o

(d) Soit a € K*. Alors o = a77! = 1 par le théoreme de Lagrange.
Ainsi tout a € K satisfait a7 = a, i.e tout @ € K est racine de F(X) = X7 - X.
Donc (X — @) | F(X) pour tout o € K. Ainsi [],x(X — a) | F(X).
Les deux polyndmes étant de degré g et unitaires, on obtient que

F(X) := H(x —a) eK[X].

aeK

Proposition 2.6.
Soit f € IF,[X] un polyndme irréductible de degré n > 1 et posons q = p".
Alors f divise X7 — X.

DEMONSTRATION. Soit a une racine de f. Il existe une extension L de [F, contenant @. On a
alors [Fy(a) C L.
Comme f est irréductible, il s’agit du polynéme minimal de «, par conséquent :

Fo[X]/< f>=Fy(a) = K et [K:F,] =degf=n.

Ainsi K est un corps fini a g éléments et par le point (d) du théoreme précédent on obtient que o
est une racine de F(X) = X9 — X € IF,[X]. Ainsi F et f ont une racine en commun et donc f étant
irréductible, on obtient que f | F. ]

Exemple 2.7.

Posonsp =2etn =3, alors p" =23 = 8.

F(X) = X® — X € Fg[X].

Sur F, ona F(X) = X(X + 1)(X3 + X < +1)(X = +X + 1). On a alors
K=F[X]/<X}+X<+1>=F@)={0,l,a,a+1l,a<,a<+l,a<+a,a <+a+1)

pour a une racine de X° + X < +1.
De faAon similaire, on obtient

K =F[X]/< X® + X +1 >=TF,(p)

pour B une racine de X° + X + 1.
Ainsi :
K=TFg=K
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Automorphisme de Frobenius

Soit K un corps et nn € IN. Notons alors K" = {x" | x € K}.

Proposition-Définition 2.8.
Supposons que car(K) = p # 0. Alors l'application
p: K — K
x X
Si K est un corps fini, alors @ est un automorphisme de K, appelé automorphisme de Frobenius.

est un isomorphisme du corps K sur son sous-corps K*.

DEMONSTRATION.
- =1
- o) = () = Y7 = p@)p(y)
-px+y)=(x+yf = +p(.)+ Yy =2 + Yy = p(x) + @(y) puisque car(K) = p.

L’application ¢ est donc bien d'un homomorphisme de corps. Elle est clairement surjective par
définition de K?. Elle est aussi injective puisque tout homomorphisme de corps non nul est
injectif. (En effet, le noyau est un idéal, donc dans le cas d’un corps il est soit nul soit égal au
corps tout entier.)

A supposer que K soit un corps fini, on obtient K = K” et donc #K = #K”. D’out K = K. o

Racines primitives mod p et conjecture d’Artin

Si p est un nombre premier, on sait que F, est un groupe cyclique.

Définition 2.9.
Soita € Zetp e Ptelsquep 1 a.
On dit que a est une racine primitive modulo p si [4], engendre IF;.

Exemple 2.10.
2 racine primitive mod 11 mais pas mod 7.
3 racine primitive mod 7.

Conjecture d’Artin. Il existe une infinité de premiers p tels que 2 soit une racine primitive modulo p.

Généralisation. Tout a € IN qui n'est pas un carré est une racine primitive modulo p pour une infinité
de premiers p.

Remarque 2.11.
Hypothese de Riemann = Conjecture d’Artin.

Définition 2.12.
Soit K un corps et soit n € IN.
On dit que a € K est une racine n-ieéme de 1'unité si a” = 1.
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Exemples 2.13.
(1) K = C, alors a = ¢*™" est une racine n-ieme de 1'unité.

%

q
(3) K corps quelconque, H < K* tel que H fini quelqconque, alors tout o € H est une racine
de l'unité puisque H est cyclique.

(2) K =1, alors tout a # 0 est une racine (g — 1)-ieme de 1'unité puisque #IF; = g — 1.

Définition 2.14.
Soit K un corps et soit n € IN.
On dit que a € K est une racine primitive n-ieme de 'unité si " = 1x mais o™ # 1x Vm € IN,_;.

Exemples 2.15.
(1) K = C, alors ¢*™/" est une racine n-iéme primitive de I'unité < (k,n) = 1.
(2) K=T,.5Soita € Z tel quep 1 a.
Alors a est une racine primitive mod p & [a], est une racine primitive (p — 1)-ieme de
I'unité dans [F,,.



CHAPITRE 3

La loi de la réciprocité quadratique

Symbole de Legendre

Soit p un nombre premier et a € Z un entier.

Définition 3.1.
On dit que a est un résidu quadratique mod p ou plus simplement un carré mod p si
[a], € ]F% = {x?|x € F,).

Symbole de Legendre.
Soitp € P, p # 2. Soit a € Z tel que p 1 a. On définit le symbole de Legendre comme suit :

-1 sinon.

[i] {1 sia est un carré mod p,
p

Remarque 3.2.
Sip = 2 alors tout a € Z est un carré modulo 2.

Remarque 3.3.
Soit p # 2 un premier eta,b € Z telsquep Y aetp 1 b. Alors

AL

Le symbole de Legendre induit une application

a
que l'on peut étendre a tout IF, en posant [—] = 0sipla.
p
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Loi de la réciprocité quadratique (Gauss 1796).
Soit p,| # 2 deux nombres premiers distincts. Alors :

Notation 3.4.
Pour tout n € IN impaire, posons

0 sin=1 mod4,

n—1
em =1 2 ] modZ:{l sin=3 mod 4

En effet, sin =1 mod 4, on peut écrire n = 4m + 1 et % =2m =0 mod 2.Sin =3 mod 4
alors on peut écrire n = 4m + 3 et ”T_l =2m+1=1 mod 2.
Avec cette notation la loi de la réciprocité quadratique devient :

l
[E] = (=1)e0) [_] _J\P
l p !

—|-] sip=l=3 mod4

Exemple 3.5.
Est-ce que 7 est un carré modulo 17 ?
Calculons a I'aide de la réciprocité quadratique :

G-

((7)=1,e(17)=0,¢e(3)=1,17=3 mod 7et7 =1 mod 3).
Ainsi 7 n’est pas un carré modulo 17.

Premiere loi supplémentaire.

-1
[_] - (_1)8(;9)
p

Autrement dit, —1 est un carré mod p si et seulement sip =1 mod 4.
(O1t p # 2 est un premier).

Notation 3.6.

Pour tout n € N impaire, posons

n? -1
8

0 sin=+1 mod8§,
1 sin=+3 mod8.

w(n) = [

] modZ:{
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Deuxieme loi supplémentaire.

2
_l = (_1)w(p)
p

Autrement dit, 2 est un carré mod p si et seulement sip = +1 mod 8.
(O p # 2 est un premier).

Théoréme 3.7.
Soit q une puissance d'un nombre premier p.

(1) Sip = 2 tout élément de IF, est un carré.

(2) Sip # 2, 'ensemble ]F;2 est un sous-groupe d'indice 2 de I, qui n’est autre que le noyau de
I"homomorphisme (de groupes) :

DEMONSTRATION.

(1) Soit x € F; avec g = 2", n > 1. Alors, d’apres le théoréme 2.4, on a x¥" —x = 0, ainsi

on

x=x2" = (x®"")? est un carré.

(2) Commeng ons par montrer que ]F;;2 = ker ¢. Soit x € IF; et y dans une extension de IF;
tel que y° = x.
AlorsxeF? oy € ]Ii;; eyl =1.
Maintenant y7-! = X7 =+1 puisque X771 = 1 (en effet, IF; est cyclique d’ordre g — 1).
En résumé, x € IF;;2 & x'T = 1. En d’autres termes, ]F;2 = ker ¢.
Calculons son indice. IF; est un groupe cyclique d’ordre g — 1.

2

F = {x,x,... ,xq‘l}pour un certain x € IF, .

q
q

-1
F2={2 . 0 = #IF;2=—q2 .

J— " #IF, -1)2
Ainsi [F; : Iqu] = 4?{2 = (qul) =9,

Corollaire 3.8 (Critere d’Euler).
Soit p # 2 un nombre premier et a € Z. Alors :

DEMONSTRATION.

- Sip|ala formule est banale puisque les deux cotés sont zéro.
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- Sip ta,alorsa # 0. Considérons [a] € IF,.
a
def .
—|=1 & aestuncarré mod p

P
& [a, € F,?

o ()7 =1

& a7 =1 mod p

Remarques 3.9.

(1) On peut aussi définir le symbole de Legendre pour x € [F,. Sia € Z tel que [a], = x on

o

a a
C’est bien définit puisque [—] = {—] sia=a" mod p & [a], = [a'],.
p p

D’apres la démonstration du corollaire on trouve que

x p-1
—|=x7 = 11.
p

(2) Ce corollaire montre la multiplicativité du symbole de Legendre :

ab y I a\(b
(—]z(ab)”z mod p=(a7)(b'7) modpz[—][—]
P AV

Sommes de Gauss

Soit p,l # 2 deux nombres premiers distincts et w une racine primitive I-ieme de I'unité dans
une extension Q de IF,.

Si x € [F;, 'élément w* a un sens puisque @' = 1. On choisit r € Z tel que [r]; = x et on pose
w* = w". (Cette opération est clairement bien-définie).

Définition 3.10.
On peut ainsi définir la somme de Gauss :

X
y :=Z[—]w" €Q
x€lF; l
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Lemme 3.11.
Soit y la somme de Gauss définie ci-dessus. Alors :

v = (101

DEMONSTRATION.

r=Q, [;] NQ EJ o)

telF, zelF,
tz
-2
telF, zelf, \ [

Posons u := t + z, alors z = u — t et on obtient

tHu —t)
LB

uelF, 1

Maintenant sit # 0, il vient

t(u —t) —2(1 — ut™) -1\ () (1-ut! 1—ut™?
_ — _ — | = _ _ — (_1)8(1) _ )
OGRS e

—— ——
(-1)c® 1

Par conséquent,

Maintenant, si u = 0 alors

Siu # 0, enposants:=1—ut™' €F \ {1} on obtient

w3 )-[})

Or d’apres le théoréme 3.7 #{carrés de IF;}=#{non carrés de F}}, ainsi

)

Revenons au calcul de 12, il vient

(-1)<042 = Z ch” =1—1+ Z(—a)”)

uelF; ueIF,*

or,

ainsi (=1)*Dy2 =1-1+1=1 Dot y? = (-1)*VL.
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Lemme 3.12.
Soit y la somme de Gauss définie ci-dessus. Alors :

-

DimonstratioN. En utilisant le fait que Q est de caractéristique p, on obtient :

v= [;] oy =Y (f]p -

xelF, xelF, 1

Posons z := xp alors :

R

Preuve de la réciprocité quadratique

PREUVE DE LA FORMULE DE LA RECIPROCITE QUADRATIQUE.

2
[2} leg.Z yp_l _ (yz)? Euzler [y_]
! P
—1)€0
leg.l [( 1_) Z]
p
I
a0 [_]
p

l
= (=1): 0@ [_] )
p
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Lois supplémentaires.

-1 .
: 1 sip=1 mod4
1 — | = (=D =
M) ( J 1) {—1 sip=3 mod 4

p
2 ip= 48
o) |- (_1)w(p) _ 1 sip=+1 mo
p -1 sip=+3 mod 8

DEMONSTRATION.

-1
(1) Claire par le critere d’Euler puisque [ - ] = (-1)7 = (=1)7®).
p
(2) Soit a une racine primitive 8-ieme de 1'unité dans une extension de IF,. Alors
a¥=1=a'=-1 = a’=-a? = a>+a2=0.

Posons y := a +a~!,alors y? = a® + a2 +2 aa”!
— ~——

0 1
caractéristique p,ona y¥ = af + a’?.

= 2 et puisque « est dans un corps de

Sip=+1 mod 8alorsy” =a+a ! =y, ie y” ! =1 Donc:

2 e L
o
P p

Sip=+3 mod 8 =45 mod 8, alors ¥ = a® +a™® = ala + (¢*a) ' = —a—a! = —y.
Dot P! = —1. Ainsi:

-






CHAPITRE 4

Corps quadratiques

Définitions et caractérisation

Définition 4.1.

Un corps quadratique K est une extension de degré 2 de Q.
[K:Q] = 2.

Exemple 4.2.

Q) = Q[X]/ < X + 1 > extension de degré 2 de Q.

De fagon générale, on peut considérer d un entier sans facteur carré. Alors,
Ky :=Q[X]/< X —d >= Q(Vd).

Ainsi [K; : Q] = 2, c’est donc un corps quadratique.
Plus précisément, cet isomorphisme est obtenu par application du premier théoréme d’isomor-

phisme a I'hnomomorphisme d’évaluation en Vd :

Q[X]

QX]/<X—-d>
L’homomorphisme ev ; est surjectif car pour touta +b Vd e Q( \/E) onaa+bVd=ev via+bX).
En outre kerev ;=< X —d >:
“2” Soit f e< X —d >, alors il existe g € Q[X] tel que f(X) = g(X)(X — d), de telle sorte que
ev 5(f) =ev (f)d—d) =0,ie f € kerev .
“C” Soit f € kerev,j;, alors f( Vd) = 0. Dond il existe g € C[X] tel que f(X) = g(X)(X — Vd)
et degf > 2. Ainsi, comme f est a coefficients rationnels, — Vd est aussi racine de f et
donc f(X) = (X)(X + Vd)(X — Vd) = h(X)(X — d) avec h(X) € Q[X], i.e f e< X —d >.

Proposition 4.3.
Soit K un corps quadratique, alors il existe un entier d sans facteur carré tel que K = Kj.

29
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DEmonsTrATION. Soit K une extension de Q de degré 2, alors il existe un polynéme irréductible
f €eQ[X] de degré2avec K= Q[X]/< f >.
Soit a une racine de f, alors K = Q(«). Puisque «a est racine d"un polynéme de degré 2 la formule
du discriminant (pour les équations du second degré) nous assure qu'il existe un entier d sans

facteur carré et des rationnels a,b € Q tels que o = a + b Vd.

Par conséquent a € Q( Vd) et donc Q(ar) € Q(Vd). Ce dernier étant le plus petit corps contenant
Qet Vd et qu’en outre Q C Q(a) et Vd € Qa) (Vd = %(a —a)), il vient Q(Vd) C Q(a). D’ont
K = Q(a) = Q(Vd) = K,. m

Définition 4.4.
Sid < 0 on dit que que Q( Vd) est un corps quadratique imaginaire.
Sid > 0 on dit que que Q( Vd) est un corps quadratique réel.

Nous avons un automorphisme de corps défini par :

o: QVd) — Q(Vd)
a+bVd — a-bVd
Eneffet, o(1)=1;
ola+bVd)+ @ + V' Vd)] =ol@a+a’) + (b + ) Vd]
=@+d)-(b+b)Vd
(a-bVd)+ (@ - b Vd)
o(a+bVd) +o@ + b Vd);

ol(a+bVd)(@ +V Vd)] = ol(aa’ + bb'd) + (ab’ + ba’) Vd]
= (aa’ + bb'd) — (ab’ + ba') Vd
= (a-bVNd)(@ -V Vd)
=a(a + bVd)yo(@ + b Vd).
Ainsi ¢ est un homomorphisme de corps injectif (car non nul).

Il est aussi clairement surjectif puisque pour tout a + b Vd € Q(Vd) on a a + bVd = o(a — b Vd)
avec a — b Vd € Q(Vd). Il s’agit donc bien d’un automorphisme du corps quadratique Q( V).

A l'aide de o, nous pouvons définir les applications trace et norme d'un corps quadratique
comme suit :

Tr: QVd) — Q
X — Tr(x) :=x+ o(x)
a+bVd — a+bVd+a-bVd=2u

Q

—  N(x) :=x0(x)

(a+bVd)(a—bVd)=a-bd

N: Q(Vd)
X
a+b\/3



4. CORPS QUADRATIQUES 31

La trace est additive :
Te[(@a + b Vd) + (@ + b’ Vd)] = Tr[(a + ') + (b + V') Vd]
=2@a+a)=2a+2da

= Tr(a + b Vd) + Tr(a’ + b’ Vd) V(a+bVd), @ + b Vd) e Q(Vd)

La norme est multiplicative :

N[(a + b Vd)(@ + b Vd)] = N[(ad’ + bb’d) + (ab’ + ba’) Vd]
= (aa’ + bb'd) — (ab’ + ba’)d = (a — bd)(a’ — V'd)
= N( + b VA)N(@ + b’ Vd) YV (a+bVd), (@ + b Vd) € Q(Vd)

Anneau des entiers

Définition 4.5.
Un élément x € Q(Vd) est dit entier sur Z il existe un polyndme unitaire f € Z[X] tel que
f(x) = 0. Pour K = Q( \/3), on note O I'ensemble des entiers de K.

Théoreme 4.6 (Admis sans preuve).
Ok est un anneau et Ox N Q = Z.

Esquissk DE PREUVE. Pour la premiere assertion, se référrer soit au cours d’algebre commu-
tative, soit au cours de représentation des groupes ot1 la démonstration est donnée dans le cas
plus général d’'un anneau factoriel quelconque. La deuxieme assertion vient du fait que les

entiers de Q sur Z sont exactement Z et que Q C Q( Vd). O

Conséquence 4.7.

Soit z = a+bVd € Q(Vd) = K.

Alors, z est un entier de Q( \/H) © Tr(z) e Z et N(z) € Z.
Autrement dit, on peut caractériser les entiers de Q( Vd) sur Z par :

Ox=la+bVdeK|2aeZeta—bd e Z).

DEMONSTRATION.

” <" Supposons que Tr(z) € Z et N(z) € Z. Alors z est racine du polyndme a coefficients
entiers

X -Tr(2)X + N(z) = X - 2aX +a —db = (X — (a + b Vd))(X = (a — b Vd)).
Autrement dit z € Ok.
" =" Siz € Ok, alorsil estracine d'un certain polynome du deuxiéme degré f(X) = X+AX+B

avec A,B € Z. 1l suit de la formule de résolution des équations du second degré

que l'autre racine de f est a — bVd = 0(z). Ainsi par stabilité de 'addition et de la
multiplication dans Ok, on obtient que z + 0(z) = Tr(z) € Ok et zo(z) = N(z) € Ok. Or
Tr(z), N(z) € Q. Par conséquent, Ox N Q = Z entraine que la norme et la trace de z sont
des éléments de Z.
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Théoréme 4.8.
Soit K = Q(Vd). Alors,

Z[Vd] sid=2,3 mod4
Ok = 1+Vd C g
Z[=5*] sid=1 mod 4.

DEMONSTRATION. Soit x = a + b Vd un entier de Q( Vd). Alors 2a € Z eta —bd € Z.
En particulier, 22 € Z = soita € Z, soita + % e”Z.

SiaeZ=>ac”Z
= a —-(a-bdy=bdeZ
N——

~————

€Z ez
=>beZ puisque d est supposé sans facteur carré
=>beZ.

D’autre part, sia + % € Z (i.e. 2a est impaire), alors (2a) = 2m+1) =4m+4m+1=1 mod 4.
Ainsi,
a—-bdeZ = (2a) - 2b)d € 47
= ((2a)=(2b)d=1 mod 4 puisque (2a) =1 mod 4
=soitd=1 mod4et(2b)=1 mod 4,
soitd =3 mod 4et(2b)=3 mod 4
=d=1 mod4et(2b)=1 mod 4
car (2b) =3 mod 4 n’est pas possible
=d=1 mod4et2b=1 mod 2

=d=1 mod4etb+%€Z.

Par conséquent, sid #1 mod 4,ied =2,3 mod 4alorsa € Zetb € Z. D'olt Ox = Z| \/E].

Par contre, sid = 1 mod 4 soit a,b € Z, alorsa +bVd = a—b + 2b(1+T\g) € Z[“Tﬁ], soit

a+ %,b+ % eZ, auquelcasa+b\/3= (@a-b)y+ 2b “Tﬁ EZ[HT‘H].DOHC Ox C Z[“T\g].
——

N————

ez ez
Pour 'autre inclusion, considérons x € Z[“T\G] alors il existe I, m € Z tels que :

1+ Vd m, m
x=1l+m > —(l+§)+5\/¢§

Il suffit alors de voir que la norme et la trace sont des éléments de Z. En effet,
Tr(x) =2l+m e ZetN(x) =1 +Im+ (1 —d) € Z puisque (1 —d) =0 mod 4. Par conséquent,

Ox = 7[00, o

Lemme 4.9.
Soit K = Q( \/a) et x € OUx. Alors, x est une unité de Ox & N(x) = +1.
DEMONSTRATION.

” =" Si x est une unité de O, alors il existe y € Ok tel que xy = 1. Par suite, on calcule
1 =N(1) = N(xy) = N(x) N(y). D'ott N(x) = +1.
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” <" Supposons que N(x) + 1 = N(x) = xo(x). Ainsi soit o(x) soit —o(x) est I'inverse de x, qui
est de ce fait une unité.
O

Exemple 4.10.
K = Q(i) alors Ok = Z][i] et O} = {1,i,-1, —i}.
(i=+(-1)=>d=-1=3 mod 4 = 0k = Z[ Vd] = Z[i])

Remarque 4.11.
L'anneau 0k n’est pas toujours factoriel.

Exemple 4.12.

Pour K = Q( \/—_6), 'anneau des entiers Ox = Z[ V—6] n’est pas factoriel. (=6 =2 mod 4)
En effet, posons z = \/—_6, alors (— \/—_6) V-6=6=2-3.

Montrons que V-6, 2 et 3 sont indécomposables dans Z[ V—6].

- Supposons qu'il existe x, y € Z[ V—6] tels que xy = 2, alors
4=N() = N@)N(y).
Comme d = -6 < 0, la norme est positive, et entiere d’apres la conséquence ci-dessus.
Ainsi on a nécessairement N(x) = N(y) =2, car si N(x) =1, alors'x € O.

Orx€Z[V-6] = da,be Ztelsquex =a+b V-6 =2 = N(x) = a+ 6b. Mais il n’existe
pas de tels éléments dans Z. § = 2 est indécomposable dans k.

- Supposons qu'il existe x, y € Z[ V-6] tels que xy = 3, alors
9= N@3) = N() N(y).
AinsiN(x) =N(y) =3.0rx € Z[V-6] = Ja,b € Z tels que x =a+bV-6=3=N(x) =

a + 6b. Mais il n’existe pas de tels éléments dans Z. /; = 2 estindécomposable dans
Ox.

- Supposons qu'il existe x, y € Z[ V—6] tels que xy = V-6, alors
6 = N(V=6) = N N(y).
Ainsi on peut supposer spdg. que N(x) = 2 et N(y) = 3. Mais on sait déja que ce cas de
figure n’est pas possible = V-6 est indécomposable dans O.

Par conséquent, puique 6 admet deux décompositions premieres distinctes, Ox = Z[ V-6] ne
peut pas Itre factoriel.

Théoréme 4.13 (Sans preuve).

Soit d < 0 un entier sans facteur carré et K = Q( Vd).
Alors, Ok est factoriel & d = -1,-2,-3,-7,-11,-19, -43, -67 ou —163.

Probléme ouvert (Probleme de Gauss).
Montrer qu’il existe une infinité de d > 0 tels que Ok soit factoriel.

1. Rappelons qu'un élément premier n’est ni nul, ni une unité.






CHAPITRE 5

Corps de nombres et anneaux d’entiers

Définitions

Définition 5.1.
Un corps de nombres (algébrique) est une extension de degré fini de Q.

Exemple 5.2.
Un corps quadratique est un corps de nombres de degré 2.

Contre-exemple 5.3.
Le corps IR n’est pas un corps de nombres puisqu’il s’agit d"un Q-espace vectoriel de dimension
infinie.

Définition 5.4.

Soit K un corps de nombres. On dit que x € K est un élément entier sur Z s'il existe f € Z[X]
unitaire tel que f(x) = 0.

On note O l’ensemble des entiers de K.

Théoreme 5.5 (Sans démonstration).
Ox est un anneau et Ox N Q = Z.
De plus, si [K : Q] = n alors Ok est un Z-module libre de rang n.

Idéaux fractionnaires

Définition 5.6.
On dit que I € K est un idéal fractionnaire de Ok si :

- I est un Og-module,
- il existe a € Ok, a # 0, tel que I C o~ Ok.

En particulier, si « = 1, alors I est un idéal au sens usuel. (Appelé idéal entier).
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Théoréme 5.7 (Sans démonstration).
L’ensemble des idéaux fractionnaires de Ox forme un groupe pour la multiplication.

Théoreme de décomposition unique (Sans démonstration).
Soit I un idéal fractionnaire de Ok.
Alors il existe des idéaux premiers Py, ..., P, de Ok et des entiers my, ..., m, € Z tels que :

I = P;nl .o .PT’

Cette décomposition est unique a ordre pres des facteurs.

Ramification et autres

Soit K un corps de nombre et Ok I'anneau des entiers de K. Soit p € P et appliquons le théoreme
de décomposition unique a I'idéal engendré par p :

pOx =P B
otl les P; sont des idéaux premiers de Ok distincts 2 a 2 et les ¢; sont des entiers positifs.
On appelle ¢; 'indice de ramification de P; dans Z.

Le quotient Ok /P; est un anneau intégre fini, il s’agit donc d’un corps . En fait il s’agit d’une
extension finie du corps FF, et on appelle f; := [0k /P; : [F,] le degré résiduel de P; sur Z. Ainsi
#(OxJP;) = ph.

Silidéal pOx =< p > ¢, est premier, on dit que p est inerte dans K.
Sig>2ete; =... =¢; =1 ondit que p est décomposé dans K.

Sie; > 2 pour un i, on dit que p se ramifie dans K.

Théoréme 5.8.
Soit K = Q(Vd) un corps quadratique. (d € Z. sans facteur carré).

d
(1) Sont décomposés dans K les p € IP impairs tels que [—] =letp=2sid=1 mod 8.

p
(g=2,e1=e=1,fi=fr=1).

d
(2) Sont inertes dans K les p € IP impairs tels que (—] =—-letp=2sid=5 mod 8.
p
(g=1e0=1, 1 =2).
d
(3) Sont ramifiés dans K les p € IP impairs tels que |— | =0etp=2s5id =2,3,6,7 mod 8

p
(&d=2,3 mod 4).

(q =1,e; =2,f1 =1).

1. Tout anneau fini et intégre est un corps.



5. CORPS DE NOMBRES ET ANNEAUX D’ENTIERS 37

Lemme 5.9. _
Soit f un polynome de Z[X] et f son image dans IF,[X], ot p est un nombre premier. Soit A = Z[X]/ < f >.
Alors :

AfpA = F,[X]/ <f>

DimonstrarioN. Considérons les deux projections canoniques succéssives
TU TC -
Z[X] > F,[X] > F,[X]/<f> .

L’idéal < f >C ker(m, o 711) donc par la propriété universelle du quatient on obtient un homo-
morphisme surjectif
Z[X]/ < f>5 B, [X]/<f>

tel que ker(n) = p - Z[X]/ < f >. Ainsi par le premier théoréme d’isomorphie il vient :

(ZIX1/ < f>)p(ZIX]] < f>) = F,[X]/ < f>

PREUVE DU THEOREME. Soit2 # p € IP.
Sid=20u3 mod 4alors Ox = Z + Z\d donc Ok jpOx = (Z + ZNd)/ < p >.
Sid=1 mod 4 alors Ok =Z+Z“T‘H.
a+b1+T\g Ea+(b+p)%’; mod <p>,a,be€Z,bimpair.
Ainsi de toute fagon
OxlpOx = (Z+ZNd)/<p> .
De plus on sait déja que
Ox=Z+ZVNd=Z[X]/]<X*-d >
ainsi par le lemme il vient
Z[X]) < X*—d>)pZ[X]] < X* —d >) = F,[X]/ < X* = [d], > .
D’ou
OxfpOx = F[X]/ < X* - [d], > .
Alors :

p est décomposé pOk = P1P; est produit de deux idéaux premiers distincts

Ok [pOx = Ox[P1Py = Ok [P1 X Ok [P, produit de deux corps
X% - [d], est produit de deux facteurs distincts dans IFp[X]
[d], € F, 2

g
—
= | X
—_

Il

—_

p estinerte & Ok /pOk est un corps
e X - [d], est irréductible sur Fp[X]

& [d], nest pas un carré dans IF,
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p se ramifie & X2 - [d], est un carré dans F,[X]
< [d]p = [0]p

[

Considérons maintenant le cas p = 2.

Sid =2ou3 mod 4 alors Ox/20x = Fp[X]/ < X? — [d], >. Ainsi soit X?> — [d], = X?, soit
X?—[d], = X®2—1 = (X+1)? qui est un carré dans les deux cas. Donc 2 se ramifie. Sid =1 mod 4
(ied =10ou5 mod 8) alors Ok = Z[%ﬁ] et le polynéme minimal de “T‘H est X2 - X — T et
donc i1

Ox[20x = F[X]/ < X - X — [ ; L>.

Sid=1 mod 8alors [£], =0et X? - X — [41], = X? - X = X(X — 1), i.e 2 est décomposé.

2
Sid=5 mod 8alors [£1], = T et X> — X — [£2], = X? — X — 1 est irréductible sur F>[X], i.e 2
est inerte. m|




CHAPITRE 6

Unités dans un corps quadratique réel

Soit d un entier sans facteur carré.
Considérons alors 'équation de Pell : x—dy=1

Proposition 6.1.
L’équation de Pell admet une solution (x,y) € Z X Z avec y # 0.

Pour prouver cette proposition, nous aurons besoin des deux lemmes suivants, le premier étant
basé sur le principe des trous de pigeons de Dirichlet.

Lemme 6.2 (Dirichlet).
Soit a € R\ Q. Alors il existe une infinité de nombres rationnels i—j‘ (x,y) =1, tels que

X 1
[=—a < —.

y

DimonstraTION. On divise [0,1) = [0, %) U [%, %) Uu---u [”n;l, 1)avecn e Nn > 1.
Pour B € R on dnote par [f] sa partie entiére inférieure :

0<p-[pl<1

Considérons les 1 + 1 nombres ka — [ka], k = 0,n. Par le "pigeonhole principle’ de Dirichlet il
existe au moins un interrvalle de la division ci-dessus qui contient deux de ces nombres. Donc
il exister,s € Z,0 <r <s < n tels que

|(sa — [sa]) — (ra — [ra])| < %
Onpose y:=s—r>0etx:=[sa] —[ra] (x,y € Z). Ainsi
=yl = llsa] = ra] = (s =l = 50 ~ [sa]) = 72 ~ [raD) < .

Alors de 0 < y < n on tire :

x 1 1

= —al < — < =

y ny -y
Six =x'cety = y'c, on simplifie par c et on obtient

x 1 1

|=— —al< - <=

y Y

On peut donc supposer s.p.d.g. que (x, y) = 1. On note que Ii —al| # 0 et on choisit m € Z tel que
m> b
y
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Comme précédemment, il existe x1, y1 € Z (x1, y1) = 1 tels que

X 1 X
1= —al < — <|§—a| = (v, 1) % (% y)

n my1
et 1 1
|ﬂ —al< — < —
1 mif n

Et ainsi de suite.

Lemme 6.3.
11 existe une constante M € IN telle que |x — dy| < M admet une infinité de solutions (x, y) € Z. X Z.

DimonsTrRATION. Comme Vd € R\ Q, en vertu du lemme précédent, il existe une infinité
de(x,y) e ZXxZ,(x,y)=1ety > Otelsquelf - \/al < ietdoncque lx — \/Hyl < %
Par suite,

lx + Vdy| = |x — Vdy +2 Vdy| < |x + \/Hy|+2\/3|y|<§+2\/ﬁy.

D’ou :
|x —dy|l = |x - \/o_iyllx+ \/Ey| < ]1/(31/ +2\/c_iy)
= l+2\/E
y
<1+2Vd puisque0 <y € Z.
On pose alors M :=[1 +2Vd]+17% O

PREUVE DE LA PROPOSITION 6.1.

Par le lemme précédent, il existe M € IN tel que —-M < x—dy < M pour une infinité de
———
€Z
(x,y)eZxZ,y>D0.

Il existe alors nécessairement, par le “Dirichlet’s pigeonhole principle”, unm € Z, -M < m < M,
tel que x — dy = m pour une infinité de (x, y) € Z X Z.
Parmi ceux-ci on peut trouver une paire de couples (x1, y1), (x2, y2) € Z X Z avec x1 # X, tels que
x1 = xo mod |m|ety; =y, mod |m|, puisque #{[(x, y)]mod|m|} = m < oco. (Dirichlet’s pigeonhole
principle, encore.)
Posons a := x1 — \/c_lyl, bi=xy— \/Eyz € Q( \/E) etnotons b’ := x, + \/ﬁyz le conjugué de b. On a
alors
ab’ = (x1 - ‘/Ew)(Xz + ‘/Eyz) = x1X2 — Y1y2d + (X1y2 — X2Y1) Vd
ol X1Xp — Y1Yod = X1 — y%d =0 mod |m|etxi1y> —xoy1 = x1y1 —x1y1 =0 mod |m].
——
m

Ainsi, il existe u,v € Z. tels que ab’ = m(u + v Vd). Donc N(ab’) = m(u — vd).
Or N(ab’) = N(@) N(¥') = (x1 — y3d)(x2 — y3d) = m.
—

m m
D'ottu —vd = 1.
Autrement dit, on a trouvé une solution a I’équation de Pell.

1. les crochets dénotent ici la partie entiere inférieure.
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Il reste a voir que v # 0. En effet, supposons ab absurdo que v = 0, alors,
u = =1 = ab/ = tm = +mb = ablb = aN@b) = am = b = ta = b = a
= X1 = X2 é [m]

Théoréme-Définition 6.4.
Soit K = Q( \/H) oui d > 2 sans facteur carré.
Il existe une unique unité € > 1 telle que 0y = {x&" |n € Z}. On appelle ¢ I'unité fondamentale de K.

DiMONSTRATION. D’apreés la proposition, il existe x, y € Z, x > 0, y > 0, tels que (x— y Vd)(x +
yVd)=x—dy=1.
Soit M € R fixé, M > u.
Soit ¢ une unité de O, 1 < ¢ < M. D’apres le lemme 4.9 £1 = N(c) = cc’.
d=—c! =3 -M<-cl'<M
d=c! =>-M<c'<M
Donc |c|, |¢'| < M .
Il existe un nombre fini de c € 0%, 1 < ¢ < M avec [c/,|c’| < M. De plus il existe au moins une
unité, a savoir u. Soit donc ¢ la plus petite de ces unité, ¢ > 1.
Si 6 € O, est positif alors il existe k € Z unique tel que ¥ <6 < ¢
Dot 1 < 6¢7* < ¢, donc 6¢7F = 1 par minimalité et donc 6 = &*.
Si 6 € O est négatif alors —§ est positif et —5 = ¢F et 6 = —e*.

k+1

Exemple 6.5.
- K =Q(V5),alors ¢ = L+ V5

.
- K = Q(V94), alors ¢ = 2143295 + 221064 V94.







CHAPITRE 7

Groupes de classes d’idéaux

Soit K un corps de nombres et 0k son anneau des entiers.
Notons 7 (K) le groupe des idéaux fractionnaires de &k (ou de K par abus de langage).

Notons P(K) le sous-groupe des idéaux principaux.
L’ensemble des idéaux principaux est en effet clos pour la multiplication :
<x><y>=<xy> Yx,y€ Ok
- XOxy0Ox C xy0Ok (banal vu la commutativité).
- VceOkonaxyc=x-1-ycexOxylx, ainsi xyOx C xOxyOx.
De plus < x >~'=< x7! > par unicité. Donc P(K) est muni d’une structure de groupe.

Finalement, posons CI(K) = 7(K)/P(K). C’est un groupe, appelé groupe des classes d’idéaux
de ﬁ[(.

Remarque 7.1.
Soit I, ] € I(K). Alors I et ] sont dans la mime classe de CI(K) & il existe x € K* tel quexI =].
Ceci découle du fait que < x > [ = xI. Clairement < x > [ 2 xI. En outre, si z €< x > [ alors z

s’écrit comme Y, xC,i; = X(3, Caig) € xI avec ¢, € Og eti; € [INa=1,n.D'ou<x>1Cxl

Théoréme 7.2 (Sans démonstration).
CI(K) est un groupe fini.

Terminologie.
On appelle le nombre de classes de Ok, le nombre hg := #CI(K).

Remarque 7.3.
hx =1 & Ok est principal & Ok est factoriel.

(L'implication “ 0 factoriel = Ok principal” est une particularité des anneaux d’entiers )

Probléme ouvert.
Existe-t-il une infinité de corps de nombres K tels que hg =17

Le cas particulier des corps quadratiques réels se raméne au Probléme de Gauss par la remarque ci-dessus.

Remarque 7 4.
Le nombre hy peut-tre arbitrairement grand. En particulier, pour tout premier p, il existe un
corps de nombres K tel que plhx.
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Probléme ouvert.
Déterminer la structure de groupe de CI(K).



CHAPITRE 8

Corps quadratiques et formes binaires

Formes bilinéaires symétriques et quadratiques entiéres

Soit K = Q(Vd), d sans facteur carré, un corps quadratique. Le but est de ce chapitre est
d’étudier CI(K). Nous l'atteindrons par l'intermédiaire des formes binaires.

Définition 8.1.
- Une forme bilinéaire symétrique entiére est une paire (L, B) ou :
1. L est Z-module de rang fini n,
2. B:Lx L — Z est une forme bilinéaire telle que B(x, y) = B(y,x) Yx,y € L.
On dit que (L, B) est paire si B(x,x) =0 mod 2V x € L.
- Une forme quadratique entiere est une paire (L, Q) ot :
1. L est Z-module de rang fini,
2. Q:L — Zesttelle que:
- QAx) =A< Q(x)VxeL VAeZ,
Bg: LXL — Z
(v,y) +— Boxy)=Qx+y - Q) —-Qy)
soit bilinéaire.
(= Bg est symétrique est paire :
Bo(x, x) = Q(2x) — 2Q(x) = 4Q(x) —2Q(x) =0 mod 2.)

Remarque 8.2.

Si (L, B) est une forme bilinéaire symétrique entiére et paire alors on peut lui associer la forme
quadratique entiere suivante :

Q: L — Z
x — 3B(x,x)
Vérifions que Qp est une forme quadratique entiere :

- Qp(Ax) = 1B(Ax,Ax) = A < (AB(x,x)) Vx €L, VA€ Z;
- La forme B, est bilinéaire :

Bo,(ax +z,y) = Qp(ax +z + y) — Qp(ax + 2) — Qp(y)
= %B(ax +z+yax+z+y) - %B(ax +z,ax +z) — Qp(y)
= B(ax + z,y) = aB(x, y) + B(z, y) VYaeZ Vx,yz¢€lL.
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D’autre part,
@B, (x, ) + Bo, (2, 1) = alQs(x + ) — Qu() ~ Qu(y)] + Qs(z + y) ~ Qu(z) ~ Qo(¥)
1 1 1
- Q[EB(X + y/x + ]/) - EB(X,X) - EB(:V/ y)]
1 1 1
+ EB(Z +y,z+Y) - EB(Z'Z) - EB(y, Y)
=aB(x,y) + B(z, y) YaeZVx,y,z€L.
Lalinéarité dans la deuxiéme variable est évidente par symeétrie, ainsi By, est bilinéaire.

Nous obtenons ainsi une bijection entre :

Formes bilinéaires) (Formes quadratiques
—>

symétriques paires entieres
B > Q B

En effet, soit B une forme bilinéaires symétrique paire et Q une forme quadratique entiere et
soit encore x, y € L alors :

+ QBo (%) = 3Bo(x, %) = 3[Q(2x) — Qx) - Q)] = 3[4Q(x) - 2Q(x)] = Q).

- Bo,(x,y) = Qp(x +y) — Qp(x) — Qp(y) = IB(x + y,x +y) — 3(x,x) — 2(y, ) = 1B(x, y) +
1B(y,x) = B(x, ).

Définition 8.3.
Soit (L, B) une forme bilinéaire symétrique entiére et (ey, ..., e,) une base de L. Alors on associe
a B la matrice Mp définie par
(Mg)ij := Blei,ej).
Cette matrice est symétrique (puisque B 'est).
Alors :

le déterminant de (L, B) est: det(M3);

n(n-1)

le discriminant est disc(L, B) = disc(B) := (-1) 2

det(L,B) ;
on dit que (L, B) est non-dégénérée si disc(L, B) # 0 ;

on dit que (L, B) est définie-positive si B(x,x) > 0¥ x € L\ {0};
on dit que (L, B) est définie-négative si B(x,x) <0Vx € L\ {0};

A M

on dit que (L, B) est indéfinie si elle n’est ni définie-positive ni définie-négative.

Définition 8.4.
Soit (L, Q) une forme quadratique entiere. Alors on pose :

1. det(L, Q) := det(L, Bg) le déterminant de (L, Q);
2. disc(L, Q) := disc(L, Bp) le discriminant de (L, Q).

On dit que (L, Q) est non-dégénérée, définie-positive, définie-négative ou indéfinie, respecti-
vement, si (L; Bg) 1'est .
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Revenons au corps quadratique K = Q( Vd), avec d sans facteur carré. Rappelons que :

Z[Vd] sid=2,3 mod4
OK =\ ey g2
Z[=5*] sid=1 mod 4.

On peut donc voir I'ensemble Ok comme un Z-module de rang 2.

» Supposons d’abord d = 2,3 mod 4 et posons :

B: Z[Vd]xZ[Vd] — Z
(x,y) —  Trxio(xo(y))
Il s’agit d"une forme bilinéaire symétrique entiere :

Symétrie : B(a+bVd,c+eVd) = Tr[(a + b Vd)(c — e Vd)]
= Tr[(ac — ebd) + (bc — ae) Vd] = 2(ac — ebd)
= Tr[(ac — ebd) + (ae — bc)) \/E]
= Tr[(c + e Vd)(a — b Vd)]

=B(c+e\/z§,a+b\/3) Va+b\/¢§,c+e\/ﬁeZ[\/;Z]

Bilinéarité : B(ax + z,y) = Tr[(ax + z)o(y)] = Tr[axo(y) + zo(y)]
= aTr[xo(y)] + Tr[zo(y)]
=aB(x, y) + B(z, ) Vx,y,zeZ[\/E],VueZ
alors, la symétrie entraine la linéarité dans la deuxiéme variable.
Dans la base (1, \/E), nous avons :
B(1,1) =Tr(1) =
B(1, Vd) = B(Vd, 1) = Tr(Vd) = Vi + o( V) =
B(Vd, Vd) = Tr(—d) = —

Ainsi la matrice de B est :

2 0
Ms = (0 —Zd)
Il est alors évident que B est paire et on calcule :
detB=—4d et  discB=(~1)"7T" = —detB=4d.
» Supposons maintenantd =1 mod 4 et posons :
B: zZ[HMxz[LM] 7
(x,y) > Trgyo(xo(y))

Choisissons la base (1, %E), il vient:

B(1,1) = Tr(1) =

B, ) = BV 1) = Tr(} + 1 Vd) =2- 1 =1
Bl Leiy _ y(l _1g) = p(1 —1g) = 14,

Ainsi la matrice de B est :
2 1
et 4
1o

On calcule alors :
detB=1-d-1=-d et discB = (- 1) ! detB=—detB=d.
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Définition 8.5.

Le discriminant d’un corps quadratique K = Q( Vd) est par définition :

4d sid=2,3 mod 4
Dx =D :=
K {d sid=1 mod 4.

Théoréme 8.6.
Soit p un nombre premier.
Alors p se ramifie dans K & p| Dx.

DimonstrATION. Découle du théoréme de classification et de la définition de Dk ci-dessus

[m]
En résumé, nous avons

B: Gkx0x — Z
@y = Tr(xo(y)

qui est une forme bilinéaire symétrique entiere et paire de discriminant disc(K). La forme qua-
dratique associée est

Q: ox — Z

x = QX)=N()
En effet par définition on a Q(x) = 1

= 1B(x,x) = § Tr(xo(x))3 Tr(N(x)) = $ N(x) = N(x) € Z.
Définition 8.7.

Soit I € Ok un idéal. La norme de [ est par définition :

N(I) = #(k/I)
Remarque 8.8.

(1) Sil =x0k, avec x € Ok alors N(I) = N(x). (C.f. proposition 9.5)
(2) SoitI C Ok un idéal. Posons

Bi: IXI — Z

(x,y) — Bilx,y):= Tr(ﬁxa(y))
alors la forme quadratique associée est

Proposition 8.9.

La forme B; est une forme bilinéaire symétrique entiére et paire de discriminant disc(K).
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Formes binaires

Soit L un Z-module de rang 2 et (e1,e;) une base de L. Soit B : L X L — Z une forme
bilinéaire symétrique paire. Alors la matrice de B dans cette base est de la forme

20 b
b 2
pour des éléments a,b, c € Z.

Soit Q : L — Z la forme quadratique entiére associée. On a alors

1 1 2a b\ (x
Q(xer + yep) = EB(xel + yep) = > (x y) ( b Zc) (}/) =ax < +bxy+cy <.

On note aussi Q = (4, b, c).

On dit que Q est primitive si g, b, c sont premiers entre eux deux a deux.

Soit (L, Q) et (L, Q') deux formes quadratiques. On dit que Q et Q' sont dans la mime classe
propre s’il existe un isomorphisme f : L — L tel que det(f) =1 et Q'(f(x)) = Q(x) Vx € L.
Notons 2% (D) I'ensemble des classes propres de formes quadratiques entieres binaires primi-
tives définies-positives de discriminant D.

Théoreme 8.10.
Soit K un corps quadratique imaginaire de discriminant D. Alors on a une bijection
CI(K) — 2%(D)
I | QI

Remarque 8.11.
La bijection ci-dessus permet de munir 2%(D) d'une structure de groupe par transport de la
structure de groupe de CI(K). On obtient ainsi la “composition des formes quadratiques”.






CHAPITRE 9

Trace, norme et discriminant

Norme et trace d’un élément d’un corps

Définition 9.1.
Soit K/F une extension de corps de degré n. Soit x € K. On note

my: K — K

y — Xy

la multiplication par x. Cette application est F-linéaire.
On définit alors la trace, la norme et le polyndme caractéristique de x comme étant, respective-
ment, la trace, le déterminant et le polyndme caractéristique de m,.
Notations : Trg/r(x) = Tr(x), Nk/e(x) = N(x) et Ag/ry € F[X].

Propriétés 9.2.
- Tr(x + x') = Tr(x) + Tr(x’) Vx,x' €K
- Tr(ax) =aTr(x) VxeKVaeF.

- Tr(a) =na  Va € F (n=degré de 'extension).

- N(xx') = N(x) N(x’) Vx,x ek

- N@@x) =a"N(x) VxeKVaeF.

- N(@)=4a" VaeF.

- Ay e F[X]et Ay(X) = X" = Tr(x)X" ' +...+ (-1)"N(x) VYxeKk.

Proposition 9.3.
Soit x € Ket x1,...,x, les racine du polyndme minimal de x avec multiplicité [K : F(x)]. Alors :

(1) Tr(x) =x1 + ... + xy
(2) N(x) =x1---xn
(B) Ax(X) = (X —x1) - (X = xp).

DEMONSTRATION. Supposons que K = F(x). Alors (1, x, ..., x"!) est une base de K sur F.
Soit f(X) = X" + B X"+ +mX+agle polyndéme minimal de x.
Remarquons que f(X) = (X—x1)--- (X —x,). Soit m, : K — Kla multiplication par x. La matrice
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de m, dans la base (1,x,...,x" 1) est:

0 0 0 —a

1 0 0 —a1

01 0 —dy

0 0 1 —-a,4

Puisque x" = —ag — a1x — ... — a,_1x" ! il vient
Ay(X) = det(XId — m,)

X 0 0 ap

-1 X 0 a
=10 -1 0 a

: : X :
0 0 - -1 X4an,

=X"+a, X"+ +m X +a
=fX)=X=-x1) - (X=xp).

On a donc Tr(x) = —a,-1 et N(x) = (—1)"ap.

Mais on sait que X" + A X +mX+ag=(X—-x1)---(X=x,).Donca,_; = —x; —...— x, et
ag = (=1)"x1 -+ x,.

Finalement on obtient Tr(x) = x1 + ... + x, et N(x) = x71 -+ - x,,.

Il reste a traiter le cas général K # F(x). (Cf. exercices). O

Théoréeme de la base adaptée

Théoréeme de la base adaptée.

Soit R un anneau principal, L un R-module libre de type fini et de rang n, ainsi que M un sous-R-module
de L.

Alors, il existe une base (e1, . . ., e,) de L et des éléments non-nuls ry,...,r; € R,avec1 < q < n tels que :

(1) M est un module libre de base (r1e1, ..., 14e4);

(1) ridivise riyq, i.e. r1lra| ... |1y

En particulier, cette proposition nous assure que tout sous-module d’un module libre de type
fini est libre et de type fini.

DimonsTtraTION. La preuve se déroule en deux étapes. Nous montrons d’abord que tout
sous-module de L est libre et ensuite les deux assertions de la proposition.
Supposons M # {0} car sinon q = 0.

- Soit ¥ ={fi1..., fu} unebase de L. Considérons Homg(L, R). C’est un R-module a droite
d’apres le paragraphe 1.2.1. Notons alors {¢1, ..., ¢,} la base duale de 7, (Px(f;) = 6i))-
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- Pour tout ¢ € Homg(L, R), on a que (M) C R est un sous-R-module de pR, donc un
idéal a gauche de R. Posons alors G = {p(M)|¢ € Homg(L,R)} qui est une famille
non-vide d’idéaux a gauche de R puisqu’elle contient I'image de M par l'application
qui envoie tous les éléments sur 1g.

Or, R principal implique que tous les sous-R-modules de R sont de type fini (puique
ce sont les idéaux a gauches qui sont engendrés par un seul élément), ce qui revient a
dire que R est noethérien. Ainsi, vu la proposition ?? G posséde un élément maximal
(M) avec € Homg(L, R) et on peut écrire (M) =<r, > pour un certain r(# 0) € R
étant donné que R est principal et différent du module nul. Alors, il existe m € M tel
que rr = 1t(m).

- Montrons que r,; divise ¢@(m) pour tout ¢ € Homg(L, R).

Soit ¢ € Homg(L,R) et d = pgdc(ry, p(m)). Par Bézout, il existe u,v € R tels que
d = ury + vp(m) = un(m) + vep(m) = (un + ve)(m). De plus d divise r, ainsi <r, >C<
d >=< (un + vp)(m) > C (un + ve)(M). Alors, par maximalité de (M) =<r, > on a
nécessairement égalité. Par conséquent, <r, >=<d > et donc < @(m) >C<r, >. Autre-
ment dit, il existe r € R tel que @(m) = rr, i.e. v divise @(m).

En particulier, v, divise les les images de m par les éléments de la base duale, c’est-a-
dire qu’il existe s; € R telq que ¢;(m) = rys; pour tout i € IN,,.

- Posons n = Y1 sif; € L, ce qui implique que ¢;(rrn) = rys; = ¢i(m) pour tou i € N,
donc m = ryn et n(n) = 1g puisque n(m) = ry.

- Soit I € L, alors I = n(n + (I — n(l)n) avec n(l)n € Rn et I — n(l)n € ker(m) car
n(l — n()n = n(l) — n()n(n) = n() — n(l) = 0. Ainsi L = Rn + ker(n). De plus
Rn N ker(n) = {0}, car si [ est un élément de cette intersection alors | = rn pour un
reRetn(l)=0,ainsi0 = (/) = n(rn) =rm(n) =r-1=retl=o.

Par conséquent, on a la somme directe L = Rn @ ker(m).

- Prenons maintenant un x € M, alors 7t(x) € (M) =<r,>. Donc mt(x) = br, avecb € R,
ainsi w(x)n = brpyn = bm € Rm C M et x — n(x)n € (M N ker(n) car n(x — m(x)n) =
1i(x) — n(x)m(n) = n(x) — n(x) -1 =0 et m(x)n = bm € M.

Par conséquent, on a aussi la somme directe M = Rm & (M N ker(m)).

- Nous pouvons alors montrer que M est libre, par récurrence sur p = rang(M).
Sirang(M) = 0 alors M = {0} qui est libre de base vide.

Pour rang(M) > 1, ona M # {0} et M = Rm & (M N ker(n)) avec rang(Rm) = 1. Ainsi si
rang(M) = p, alors rang(M N ker(n)) = p — 1 qui est libre par hypothese de récurrence
et donc M est libre.

- Nous pouvons maintenant montrer que les points (1) et (2) sont vérifiés ; par récurrence
sur le rang p de L.

Sip = 0alors L = {0} = M et les résultats sont triviaux.

Soit p > 1, alors si M = {0}, on peut prendre n'importe quelle base de L et g = 0.
Supposons donc M # {0}. Le noyau ker(m) est un sous-module de M. De plus, comme
L = Rn & ker(n), il vient rang(ker(n)) = p — 1. On peut donc appliquer 'hypothese
de récurrence a ker(m) et a son sous-module M N ker(n) : il existe une base (e, ..., e,)
de ker(m) telle que (r2ez,...,14¢;) est une base de M N ker(m) avec r; € R pour tout
i=2,...,qetr|...|ry.
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De plus, en posant e; := n et a; := r,, on obtient une base (e, ..., e,) de L (comme L =
Rn@ker(m)) et une base (r1e1, ..., 74¢;) de MNker(rr) (comme M = Rr.n® (M Nker(n))).

- Il reste & voir que r; divise 15, i.e r,|rp. (Pour autant que r; existe, i.e si M Nker(m) # {o}).
Comme précédemment, on pose d := pgdc(r, 7). Puisque R est principal, on a d =
ury +vrp pour certains #, v € R. Par la propriété universelle des modules libres, il existe
un homomorphisme ¢ : L —r R tel que ¢(e;) = 1(ez) = 1 et Y(e;) = 0 pour tout i > 2.
Alors urie; +vrae; € M et ip(urie; +vrae) = ury +vr, = d; donc Rr; = Rry € Rd € Y(M).
Par maximalité de Rry, on a nécessairement égalité : Rr; = Rd = (M) et donc r1|r,
puisque d = ury + vrp.

Remarque 9.4.
On se base sur ce théoreme pour démontrer le théoreme de classification des groupes abéliens
finis.

Norme d’un idéal d"un corps de nombres

Soit K un corps de nombres et Ok son anneau des entiers.

Proposition 9.5.
Soit x € Ok, x # 0. Alors |N(x)| = #(Ok [xOk).

DfmonstraTION. La multiplication par x, m, : K — K est un isomorphisme de Q-espaces
vectoriels pisque x # 0. Ainsi rangz(0k) =rangz(x k). Alors par le théoréme de la base adaptée,
il existe une base (ey, ..., e,) de Ok etay, ..., a, € Z, tels que (a1e1, . . ., aye,) soit une base de xOk.
Ceci implique que

OxIxOx = Z.|onZ. X --- X Z.]a,Z..
D'ou #(Ox/xOk) = a1 - - - ay,.

SOitf : ﬁ[( o XﬁK
€; > a;e;
Alors det(f) = a1 ---a,.
Remarquons que (xey, .. ., xe,) est aussi une base de x0k.

Soitg: xOx — x0Ok
a;e; > Xe;
C’est un Z-isomorphisme. Donc det(g) = une unité de I'anneau Z = +1. Mais
gof: Ox — x0k
€ > Xe;

D’ott N(x) = det(m,) = det(g) - det(f) = +1-4a; ---a, et donc

est la multiplication par x, m,.

INX)| =ay---a, = #(Ox/xOk) .

Définition 9.6.
Soit I C Ok un idéal. On pose N(I) := #(Ok/I).
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Proposition 9.7 (Admis sans démonstration).
Soit I, ] C Ok deux idéaux. Alors :

N(IJ) = NI)N(J)
Soit I un idéal entier de O, alors il existe des idéaux premiers Py, ..., P, etny, ..., n, € N tels
que
I= P;" e P

Alors  N({) = N(P;)"1---NP,,".

Soit P un idéal premier de Ok. Alors P N Z = pZ pour un certain p € IP. Alors Ok/P est une
extension de degré fini de Fp.
On note f := [Ok/P : [F,] le degrérésiduel de P. Il vient N(P) = #(Ok/P) = pf.

Discriminant

Soit K/F une extension de corps de degré n.
Soit x1,...,x, € K. Posons Dgjr(x1,...,%,) == det(TrK/p(xixj)) le discriminant de (xy, ..., x;).

Proposition 9.8 (Cf. Exercices).
Soit yy,..., Yy, € K tels que y; = Zi,j a;jx;. Alors :

DWi,...,Yn) = [det(aij)]zD(xl,...,xn)

Proposition 9.9 (Cf. Exercices).
Supposons que K = F(x) et soit f le polyndme minimal de x. Alors :

n(n

D(,x,,...,x" ) = (1) N(f'(x))

Trace, norme et discriminant d"un corps de nombres

Soit K un corps de nombres et Ok son anneau des entiers.

Théoréme 9.10 (Sans preuve).
Soit x € OUx. Alors Tr(x),N(x) € Z.
Plus généralement, tous les coefficients du polyndme caractéristique de x sont des entiers.

Définition 9.11.
Soit (ey, . . ., €,) une Z-base de Ox. Alors le discriminant du corps de nombre K est par définition

D(K) := D(eq, ...,e,) € Z.

Remarque 9.12.
Par la proposition 9.8, D(K) est indépendant du choix de la base puisque si A est la matrice du
changement de base alors son déterminant est +1 qui élevé au carré est 1.
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Théoréme 9.13 (Admis sans démonstration).
Soit p un premier.
Alors p se ramifie dans K & p| D(K).

Corollaire 9.14.
Il n'’y a qu'un nombre fini de p premiers qui se ramifient dans K

Exemple 9.15.
On a déja défini les notions de norme, trace et discriminant pour les corps quadratiques. On
vérifie que ces définitions coOncident avec celles que nous venons d’introduire.

Soit K = Q( Vd) un corps quadratique.

Norme et trace. Soit x = a + b Vd € K. Il faut regarder m, : K — K. On choisit la Q-base
(1, \/E) de K, alors la matrice de m, est

)

Onadonc Tr(x) = 2a = x+0(x) et N(x) = a?—b?d = xo(x), ce qui correspond aux définitions
du chapitre 4.
Remarquons encore que les racines du polynéme minimal de x

(X2 —2aX +a? —b?d)sont: x; =a+bVdetx,=a—bVd.
On a donc bien Tr(x) = x1 + x; et N(x) = x1x5.
Discriminant.

- Casl:d=20ou3 mod 4.
Alors (1, Vd) est une base de 0.
Tr(1-1) =2, Tr(1- Vd) = 0 et Tr(Vd - Vd) = 24, donc

D(K) = D(1, Vd) = det ((2) 20d) =4d.

Soit x = Vd. Le polynéme minimal de x est f(X) = X2 — d. Donc f'(X) = 2X et
D(K) = (-1)* N(f'(Vd)) = (-1)2 V(-2 Vd) = 4d..
- Cas2:d=1 mod 4.
Alors (1, %ﬁ) est une base de 0.
OnaTr(1-1) =2, Tr(1- 5% = T et Tr(i5¥2 . 15¥) = 1 ainsi
1- Vd
2

D(K):D(l, ):det(i 11ﬂ)=1+d_1:d.
2

De plus, le polyné6me minimal de %’; est f(X) = X2 - X+ 1%1, donc f/(X) = 2X -1

et

= -N(-Vd) =d.

D) = (-0 N )

Ceci correspond bien au calcul du discriminant que nous avons effectuer au chapitre 8.

Remarque 9.16.
Remarquons que p se ramifie dans K = Q( Vd) & p|D.
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D
De plus, p estinertedans K & | — [ = -1
p
D
et p est décomposé dans K & [ —[=1.

p
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CHAPITRE 10

Corps cyclotomiques

Définition et propriétés
Soit p un nombre premier et soit (, une racine primitive p-ieme de 1'unité dans C.

Exemple 10.1.
C,,:e%n.OnaC;;:letC;" #1si0<m<p.

Définition 10.2.
Posons K = Q((,). Ce corps de nombre s’appelle le p-ieme corps cyclotomique ou le corps
cyclotomique des racines de p-iémes de 1'unité.

La racine de I'unité C,, est une racine du polyndéme X? — 1, mais
X-1=X-DX'+X2+... +X+1)

il ne s’agit donc pas d’un polynéme irréductible.
Posons ¢, := XP1 + XP~2 + ...+ X+ 1€ Z[X].

Proposition 10.3 (Critere d’Eisenstein).

Soit R un anneau factoriel et p € R un premier. Soit f(X) = Y.i_, axX* € R[X] un polynome primitif.
Sip & ay plax Yk < net p* t ap, alors f(X) est irréductible sur R[X] (et donc dans son corps des
fractions).

DimonsTtraTION. Procédons par I'absurde. Supposons que f(X) soit réductible, i.e. il existe
8(X), h(X) € R[X] de degré > 0 tels que f(X) = g(X)h(X).
Ecrivons g(X) = Y\, biX' et h(X) = Y.iLociX) avecm, I > 0eta; = Y, _ bic/™.
Donc a, = bic,, et ag = boco. Donc p 1 a,, entraine que p 1 by et p 1 ¢;y. Et p|ag implique que soit
plbo, soit p|cy car p est premier et R factoriel.
Mais p? t ao implique que I’on peut supposer s.p.d.g. que p 1 by et p| co.
Posons r = min{j|p 1 ¢;} <m,doncp 1 ¢, et p 1 by, par conséquent p { boc;.
Or par hypothese, p|a;, ainsi p | bic,—; pour i > 1 car j < r implique que p|c; par définition de .
On obtient donc une cobtradiction, car on a alors p | byc, car

p
b()Cr = a, — Z b]'Crfj .
S~—— =1
pl ————

pl
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Corollaire 10.4.
Le polynome ¢, est irréductible.

DimMoNSTRATION. On a ¢, (X) = )}(;:11. Posons Y := X — 1 alors
Xr-1 (Y+1)-1
= =: Y).

Donc

1
F) =Yty 2 'Yl e Z[Y]

i=p—1
On a alors p| Cf’ pour touti = 1,p — 1 et le terme constant est C’l’ = p qui n’est pas divisble par
p <. Ainsi le critere d’Eisenstein assure que f(Y) est irréductible. D’ou ¢, est irréductible. O
Corollaire 10.5.

Le corps cyclotomique Q(Cp) est de degré p — 1.

DfMoNSTRATION. Le polyndome ¢, étant irréductible, il s’agit alors du polyndme minimal
de C,. Ainsi

Q) = QIX]/ < Pp >
et donc [Q(Cp) : Q] = deg(¢py) =p — 1. |

Remarque 10.6.
Ona¢, =X\ +XP2+. .. +X+1,ainsi Tr((p) = —[XP"] = -1 et N(Cy) = [X°] = 1.
Supposons maintenant p # 2.

Proposition 10.7.
L’anneau des entiers de Q(Cp) est Z[C,].

Proposition 10.8.
Pourtouti=1,...,p—1ona

Te(T) = -1
N(G) =1
NG -1 =p.

DEMONSTRATION. Le polynéme minimal de ;, est ¢,. D’ot Tr(C;) = =1 et N(C)) = 1.
Le polyndme minimal de C;, —lest ¢,(X+1),dontle terme constant est p. D’ot N (C;, -1)=p. O

Posons P := (C;, -1)Z[C,] =< C;, -1 >g,. Alors
Z[C]/P =TF,.

Par conséquent P est un idéal maximal, donc premier. (Puisque IF, est un corps).
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Remarque 10.9. ,
(€ =1) = (G - DT +...+1) € (- DZIG].
Donc (¢, - )Z[C,] € (G, — D)ZIG,)-

Mais (C', — 1)Z[C,] est maximal, on a donc
p p

(€~ DZIG) = (G, - VZIG,].

Proposition 10.10.
Le discriminant de K = Q(Cp) est (=1)

(p-1)
E pz pp_z.

DiimonsTraTION. Une base de Q(Cp) est (1,Cp, ..., Cp-2), ainsi

D@G) = DL Gy, Gpa) = (<1)7 N(@(G)-
Ona XV -1 = ¢,(X)(X - 1) donc en dérivant on obtient

pXP = (X)X — 1) + p(X).
Par suite,

PCZ_l = ¢, ([Cp)([Cp — 1) + Pp(Gp) = P(G)(G - 1).
——
0

Donc
N(p) NG = N, () NG - 1).

Or N(p) = p'~! puisque on est dans une extension de degré p — 1, N((,) = 1 puisque (, est une
unité de Ok et N(C, — 1) = N(P) = #F, = p.

plp-1)

D'ott N(¢)(Gy) = p2 et D(K) = (-1)""pr2. .
Corollaire 10.11.

Le seul nombre premier qui se ramifie dans Q(Cp) est p.

DfmonsTRATION. Immédiat puisque g se ramifie dans Q(C,) © ¢ divise le discriminant de

Q(Gp), qui est (_1)@;7;1—2. Par conséquent, la seule possibilité est g = p. O

Proposition 10.12 (Admise sans démonstration).

pzZIc, = P

Automorphismes de Q(Cp)

Notons

Aut(Q(Cp)/Q) := {0 : Q(Cp) — Q(Cp) automorphismes de corps|olg = Id}.

Il s’agit d"un groupe pour la composition des applications.

Soit 0 € Aut(Q((y)/Q). Que vaut o((p) ?
Le polynome minimal de o(C,) est ¢, donc 6(C,) = C; ,1<i<p-1.
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Posons 0((,) := C;(G). Ceci induit une application

x: Aut(Q(()/Q — {1,...,p-1} =T,
o —  x(0)
qui est un isomorphisme de groupes.
11 est bijectif car x(c) détermine ¢ et x(0) peut—ftre choisi arbitrairement dans E,.



CHAPITRE 11

Théorie de Galois des corps de nombres

Rappels de théorie de Galois

Soit F un corps fini ou de caractéristique nulle. Soit K/F une extension de degré n et soit
encore Aut(K) le groupe des automorphismes de K.

Notons alors Aut(K/F) = {0 € Aut(K)|olr = Idr}. C’est un groupe pour la composition des
applications.
Pour tout sous-groupe H de Aut(K/F), on note

K = {x e K|o(x) =xVo € H}

I'ensemble des éléments de K qui sont fixés par H. Il s’agit d’un sous-corps de K, appelé le
sous-corps invariant du groupe H. Ona F C K C K.

Théoréme 11.1 (Admis sans démonstration).
Soit K/F une extension de corps de degré n. Posons G := Aut(K/F). Alors les assertions suivantes sont
équivalentes :

(1) K¢ =F;
(2) pour tout x € K le polynéme minimal de x sur F a toutes ses racines dans K;
(3) Kest engendré sur F par les racines d'un polynome dans F[X];

(4) #G = n.

Définition 11.2.
Si K/F vérifie I'une des propriétés équivalentes (1) a (4), alors K/F est appelée une extension
galoisienne.

Le groupe G est appelé le groupe de galois de 1'extension.
On note G =: Gal(K/F) = Aut(K/F).

Correspondance Galoisienne.

Soit K/F une extension galoisienne et soit G = Gal(K/F). Soit K’ un corps intermédiaire, i.e.
F C K’ € K. Alors on associe a K’ le groupe Aut(K/K’) = {0 € G|olg = Idx}. C’est un sous-
groupe de G, K’ ~ Aut(K/K’) < G.

Soit G’ un sous-groupe de G. Alors on associe a G’ le corps K. C’est un sous-corps intermédiaire :
FCKY CK.G' <G~ KY.
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Théoreme 11.3 (de correspondance de Galois).
Ces applications sont des bijections réciproques entre

{sous-groupes de G : {1} < G’ < G} «— {extensions intermédiaires :F C K" C K}.
De plus K est extension galoisienne de tous ses corps intermédiaires et Gal(K/K") = G'.
L’extension K’ [F est galoisienne < G’ est sous-groupe normal de G. Dans ce cas Gal(K’'/F) = G'/G.

Théorie de Galois des corps de nombres

Exemples 11.4.

(1) Soit K = Q(V2), ce n’est pas une extension galoisienne de Q. En effet, le polynome
minimal de V2 est :

X -2=(X-V2)(X-5V2)x-3V2)
ol (3 est racine primitive de 1 dans C. Alors (3 \2, Cé V2 ¢ K.

(2) Corps quadratiques.
K =0Q( \/3) et F = Q. Alors Q( \/E) /Q est une extension galoisienne.
En effet, ce corps est engendré par les racines de X < —d € Q[X].
Soito: Q(Vd) — Q(Vd)
a+bVd — a-bVd
On a Gal(Q(Vd)/Q) = {1d, 0} = C».

(3) Corps cyclotomiques.
K= Q(Cp) et F = Q. Alors Q(Cp)/Q est une extension galoisienne.
En effet, Q(C,) est engendré sur Q par les racines de ¢, € Q[X].
On a Gal(Q((,)/Q) = Fp, = Cps.

(4) Soitq =p", ott p premier et € IN \ {0}.

Soit F = IF; et K = IFj, n € N\ {0}. Alors IF;:/IF,; est une extension galoisienne.
En effet, F;» est engendré par les racines de X7 — X € F[X].

Notonso: Fp — [y

x +— x

Alors Gal(IF;: /TF,) est le groupe cyclique d’ordre n engendré par o.
En effet, 0" = Id. (6"(x) = x7" = x en vertu du théoréeme 2.4).
De plus ¢’ # Id si 0 < i < 1, car le sous-corps fixe de o’ est F; # FF.

(0'(x) = x7 :x<:>x‘ii—x:O<:>x€]Fq;).

I'automorphisme de Froebenius.

Terminologie.
Soit F = Q, et K un corps de nombres. Supposons que K/Q soit une extension galoisienne. Alors
on dit que K est abélien si son groupe de Galois est abélien.

Probléme ouvert (Probleme inverse de la théorie de Galois).
Soit G un groupe fini. Existe-t-il une extension galoisienne K/Q avec Gal(K/Q) = G?
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La réponse est oui si G est abélien !

Soit K un corps de nombres galoisien, G = Gal(K/Q).

Proposition 11.5.
Soit 0 € Gal(K/Q). Alors 6(0x) = Ox.

DEmonsTRrATION. Soit x € Ok et f € Z[X] son polyndme minimal. Comme Z C Qeto € G
alors o(x) est également une racine de f, i.e o(x) € k. Donc o(0k) C Ok.

Mais le mIme argument est valable pour ¢~" ainsi 6~!(0k) C O et par conséquent o(0x) 2 Ok.
Dot 6(0k) = Ok. O

Soit p un nombre premier et soit P un idéal premier de Ok au-dessus de p,i.e. PNZ = pZ. Alors,
par la proposition ci-dessus, o(P) est aussi un idéal premier de 0. En faiton a :

Ok P = O o(P)

En effet on a un homomorphisme surjectif 7 o ¢
Ok & 0(0x) = Ok > O [o(P)

dont le noyau est P. On obtient alors I'isomorphisme voulu gr,ce au premier théoreme d’iso-
morphie.

Définition 11.6.
Soit P et P’ deux idéaux premiers de 0. On dit que P et P’ sont conjugués s’il existe 0 € G tel
que o(P) =P’.

Proposition 11.7.

Tous les idéaux premiers au-dessus d'un mlme nombre premier p sont conjugués, de mime degré résiduel
f et de mIme indice de ramification e.

OnapOyx = (Py---P) et n = fer.

IDEEs DE PREUVE. Le degré résiduel est le mime puisque Ok /P = Ok jo(P).
L’indice de ramification est constant puisque p&x = P{'---Py = o(pOx) = o(P]' ---Py) alors
pOx = o(P1)" ---o(P,)” et par unicité e; = ¢; Vi, J. O

Supposons désormais K abélien. (I.e. G abélien).

Définition 11.8.
Soit P un idéal premier de Ok. Posons Dp := {0 € G|o(P) = P}.
On appelle Dp le groupe de décomposition de P.

Remarque 11.9.

On a 0Dpo™! = Dy(p) pour tout o € G.

Alors comme G est supposer abélien, Dp = Dyp). Il ne dépend donc que du nombre premier p
tel que PN Z = pZ. On note alors Dp = D,,.

Notons K(P) = Ok/P. Rappelons que K(P)/IF, est une extension galoisienne de degré f. Nous
avons vu que Gal(K(P)/IF,) = Cy, engendré par I'automorphisme de Froebenius (x > x”). On
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obtient alors un homomorphisme de groupes

Dp — Gal(K(P)/FF,)

o > 0

Proposition 11.10.
L’homomorphisme ci-dessus est surjectif.

Définition 11.11.
Notons Ip le noyau de cet homomorphisme.
Ce sous-groupe s’appelle le groupe d’inertie en P.

Pour tout 6 € Gon a olpg™! = opy €t comme G est abélien, Ip = I5p). Il ne dépend donc aussi
que de p est on le note aussi Ip = I,,.

Nous avons donc une suite exacte de groupes abéliens
O — I, = Dp —» Gal(K(P)/F,) — O
Rappelons que 1 = efr, o1 r est le nombre d’idéaux distincts conjugués a P. Il vient

#G efr
r:#(cmp):#—%:% = #D, =ef .

IR

Mais #Gal(K(P)/IF,) = [K(P) : IF,] = f donc par exactitude de la suite #I, = e ( car D,/I,
Gal(K(P)/TF,)). .

Corollaire 11.12.
Le premier p est non ramifié dans K & I, est trivial.

DimonstratiON. En effet, p non ramifié @ e =1 & I, = {Id}. O

Reprenons la suite exacte
O — I, = Dp —» Gal(K(P)/FF,) — O

et supposons maintenant que p est non ramifié¢, donc I, = {Id}. Alors on a un isomorphisme de
groupes
¢: D, — Gal(K(P)/F,)=Cs
0 > 0
ainsi D, est aussi cyclique d’ordre f.

K/Q
Notons { - ] I'image réciproque de 'automorphisme de Froebenius par cet isomorphisme :
P
K/Q
— | := ¢~ (Froebenius).
p

K/Q
P

K/Q
L'élément| —

- ] est aussi appelé automorphisme de Froebenius.

p



K/Q

Ona

p

Propositio

Soit F un sous-corps de K. Alors
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K/Q
- ](x) —xP e P.
p

K/Q)  (FIQ
- lie=| - |
P P

](x) =x’ mod P Yxe€ Ok, ie

n 11.13.
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CHAPITRE 12

Corps cyclotomiques et réciprocité quadratique

Théoréme 12.1.
Soit p,l des premiers, 2 # p # 1 # 2.
Alors

l p-1l1 P
)t
p l

DimonstraTION. Soit K = Q((;). Nous avons vu que K/Q est une extension galoisienne de
groupe de Galois G = Gal(K/Q) = Cj_;.

Par la correspondance de Galois on associe & H le corps F = K. Alors Q C F C K.

De plus, Gal(K/F) = H = Cri et Gal(F/Q) = C,.

Donc [F : Q] = 2, autrement dit F est un corps quadratique. On a donc F = Q(Vd) pour un
certain d entier sans facteur carré.

Question :quelle est la valeur de d ?

Rappelons quesi/ =1 mod 4 alors seul / se ramifie dans Q( V). Par contre sil = 3 mod 4 alors

2 se ramifie aussi. Mais — = 1 mod 4 et le seul premier qui se ramifie dans Q(V-I) est I.
Par conséquent

Fe Q(VD) sil=1 mod 4
T lQ(V-) sil=3 mod 4.

K/Q
Le premier p ne ramifie pas dans K car p # I, donc on a I'automorphisme de Froebenius [ - ]
p
8
Posons o, :=| — |€G,onao,(x) =x" mod P ou P est un idéal premier au-dessus de p.
Nous avons vu Zue
G = Cl—l = F x(0)

I of _
o — X(CT) ou G(Cl) - Cl
On a donc 0,(() = ' mod P et a,(C) = {7
Affirmation.
x(0p) = p mod [
DimonsTrRATION. On a C?(g” ) _ Cf € P. D’autre part

C;((Op) _ Cllﬂ — C;((Op)(l _ Cf_X(Up))
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done (op) (9p) —x(0p)
NG =) = NG " )NA =)
N———
1

ot N(1 - Cf—x(op)) _ {0 sip = x(0p) mod [

I sinon

Comme C;C(U” ) _ C’lg € Petp # 1, la seule possibilité est p = x(0,) mod [. |

FQ
Le nombre p est soit décomposé, soit inerte dans F. Rappelons que [ - ] = 0plr.

p
FQ p
p estdécomposé dansF & | — |=ld e or=ldfe o, e He |- [=1
p l
(_1)1_711 -1
Par aiileurs, p est décomposé dans F < - =1car F = Q(4/(-1) 7 ]) (+cf. th. de classifica-

p

tion).

“1\7 (1 (1
@{—] [—]:1@(—1)”2’5 —]:1.
r) \p P

D’ot la formule.

S

On aussi p inerte dans F & [

~ |

I
Et p inerte dans F & (—1)%% [—] =-1.

D’ot1 la formule.



CHAPITRE 13

Corps cyclotomiques et premieéres approches du dernier
théoreme de Fermat

Dernier Théoreme de Fermat (1637).
Soitn € N,n>2.Sia,b,c € Z aveca" +b" = c", alors abc = 0.

n=4 Fermat

Fermat Il suffit de le démontrer pour n = p premier impair.

n=3 Euler

n=5 Kummer

n=7 Lammé

1847 Lamé pense I'avoir démontré pour tout p. L'idée est la suivante : on travaille dans
K'=Q(G), Ok = Z[G,].
P=al + b =@+ b)a+ b)) @+ b car0=p(C) =1+ Cp+...+ T
L’idée est alors de montrer que a + b, a + (b,... a + Ci_lb sont premiers entre eux. Lamé
pensait que O a la propriété de factorisation unique, et voulait en déduire que a + (b est
une puissance p-ieme pour touti = 0,p — 1.
Liouville a tout suite dit qu’il y avait un probléme.
En effet, Ok est factoriel © hx = 1.
Sip=3,5,711,13,17,19 alors hx = 1.
Kummer montre que si p = 23 alors hx = 3.

Kummer. Si p 1 hg alors le théoréeme de Fermat est vrai.

Définition 13.1.
Sip 1 hg alors on dit que p est un nombre premier régulier. (Ou K = Q((,)).
On dit que p est irrégulier si p | hx.

Remarque 13.2.
On sait qu’il existe une infinité de nombres premiers irréguliers.

Probléme ouvert.
Existe-t-il une infinité de nombres premiers régquliers ?

Soit K* := Q(Cy + G, 1).

On peut montrer qu’il existe une fleche injective CI(K*) — CI(K). Ainsi CI(K") est un sous-
groupe de CI(K) et hg+ | hg.

- h_K
Notons hK =
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Experimentalement /1, a tendance a étre tres grand et hig+ a Itre tres petit.

Conjecture. p 1 hy-.



CHAPITRE 14

Nombres congruents et courbes elliptiques

Soit n € N sans facteur carré.

Probléme.

Existe-t-il x € Q tel que’ {

x2—neQ?

2 +ne@

Proposition 14.1.
Le nombre naturel n, sans facteur carré, a la propriété ci-dessus si et seulement si il existe un triangle
rectangle i cotés rationnels dont la surface vaut n.

DEMONSTRATION.

” & ” Supposons que l’on ait un triangle rectangle de cathetes X, Y € Q, d’hypothénuse Z € Q

et de surface n. Alors
%XY:n o 2XY =4n.

Par conséquent, X? + Y? = Z? entraine que

X+Y)P=Z%+4n et X-Y)P?=2Z%-4n

ainsi
Zo, o X+Y, Zo, X=Y,
(FF+n=(=Pe@ et (FF-n=(Fe.
11 suffit donc de poser x := £.
x2—neQ?
Supposons qu'il existe x € Q tel que | , fneQ Autrement dit il existe u,v € Q
x*+n .

tels que x?> + n = u? et x> —n = v%. On peut alors poser X :=u—-v € Q,Y :=u+vet
Z = 2x.1l s’agit des cotés d"un triangle rectangle d’aire #.
En effet :

X+Y?=u-0+u+0)? =2t +0*) =20> + n+ x> —n) = 4> = 72
et 1XY = J(u—v)(u+0) =n.

(On trouve facilement les valeurs de X,Y et Z en se basant sur la preuve de la
réciproque).

[m]

1. Ici Q2 dénote 'ensemble des carrés de Q.
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Définition 14.2.
On dit qu'un nombre n € N, sans facteur carré, est congruent s’il a les propriétés équivalentes
ci-dessus.

Exemples 14.3.

(1) n=6estcongruent: X =3,Y =4etZ=>5.

(2) n =5est congruent: X = 23)—0,Y:%etZ:
Eneffet, X2+ Y? =40 + 2 = (& et iXy =123 =2 =5

(3) n =1n’est pas congruent. (& th. de Fermat pour I'exposant 4).

Soit n € IN un nombre congruent. Il existe alors X, Y, Z € Q" avec

Z X +Y
(§)2+ﬂ (——) et (5 )2 =(—)2
En multipliant, on obtient :
-Y, _Zy
(FF—P =) -n
Ainsi, en posant u := % etv:= XZZYZ, il vient :

v* =ut —n?
e (uv)? = ub —n*u?
Posons alors x := u? et y := uv et on obtient I’équation

y? =2 —n’x

que l'on notera E,,. Il s’agit d'une courbe cubique plane.

Définition 14.4.
Un point d"une courbe E : g(y) = f(x) est dit rationnel si ces coordonnées sont rationnelles.

Nous venons de voir que si 7 est un nombre congruent alors E, a un point rationnel (x, v).
De plus on peut voir que le dénominateur de x est pair. (Cf. ex.2 série 14).
La réciproque est aussi vraie.

Proposition 14.5.
Si (x,y) est un point rationnel de E, avec x € Q*? et de dénominateur pair, alors n est un nombre
congruent.

DEMONSTRATION. Soit (x, y) un point rationnel de E, avec x € Q*? et de dénominateur pair.

2 _ 3 2 aii 2 0 Y 2 2 4 2_ .2

Onay® = x° —n°x ainsi x> —n” = = € Q" puisque x € Q**. Par conséquent x* —n* = (x —n)(x +n)
entraine que (x — 1) et (x + 1) sont des carrés dans Q puisque x> — n? € Q2. En d’autres termes, n
est un nombre congruent. O
Définition 14.6.

Une courbe elliptique est une courbe plane d’équation

. 2 _
E: vy =f()

ol f € Q[X] est de degré trois sans racine multiple (sur C[X]).
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L’ensemble des points rationnels de E est E(Q) = {(x,y) € Q X Q| y* = f(x)} U {0}.
On peut munir cet ensemble d"une loi de groupe comme suit :
[Graphigueaajouter]

L’élément neutre noté 0 est le point a I'infini.
[Graphiqueaajouter]

Théoreme 14.7 (Mordell-Weil).
Le groupe E(Q) est abélien de type fini :

E(Q) = Zr @ E(Q)tors

ot E(Q)1ors est un groupe fini.
Le nombre r est appelé le rang de la courbe elliptique et un point P est dit de n-torsion s’il existe n € IN
tel que nP = 0.

Exemple 14.8.

Considérons E, : 1> = x> — n’x.

Alors les points P; = (-n,0), P, = (0,0) et P3 = (n,0) sont des points de 2-torsion car 2P; = 2P, =
2P3 = 0.

En ajoutant le point a I'infini, on obtient que #E,(Q) > 4.

3

Remarque 14.9.
Le rang r est difficile a détérminer en général. Il y a des conjectures a ce sujet, dont notamment
la conjecture de Birch.

Théoréme 14.10.
Soit n € IN sans facteur carré.
Alors n est congruent si & le rang de E,, est strictement positif.

Proposition 14.11.

#EH(Q)tors =4.

Autrement dit, les seuls points de torsion sont 0, (-n,0), (0, 0) et (n,0).

Proposition 14.12.
Soit P € E,(Q) tel que 2P # 0.
Soit 2P = (x, y). Alors x € Q*? et son dénominateur est pair.

PREUVE DU THEOREME.

” = ” Supposons n congruent. Alors il existe P = (x,y) € E,(Q) avec x € Q*? et son
dénominateur est pair.
Alors P ¢ E,(Q)ors- En effet, E,(Q)ors = {0, (-1, 0),(0,0), (1n,0)}, mais la
x-coordonnée de ces points n’appartient pas Q2. Donc P est d’ordre infini. D’ou le fait
que le rang de E, et plus grand ou égal a 1.
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” &7 Soit P un point d’ordre infini de E,(Q). Soit 2P = (x, y). Par la proposition ci-dessus
x € Q2 et son dénominateur est pair. Autrement dit 1 est un nombre congruent.

O
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bilinéaire symétrique entiere, 53
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conjugués, 74
idéal

entier, 42
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indicatrice d’Euler, 11
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le plus grand diviseur commun, 7
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norme, 35
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point rationnel, 85
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résidu quadratique mod p, 23
racine
n-ieme de 'unité, 21
primitive modulo p, 20
primitive n-iéme de 1'unité, 21
rang, 85

se ramifier, 43
somme de Gauss, 27
sous-corps invariant, 71

torsion, 85
trace, 35
d’un élément d"un corps, 59

unité, 10
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