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4 1 INTRODUCTION

Résumé

Ce travail présente I'espace des lacets et la suspension réduite d’un espace
topologique. Pour traiter ces concepts importants de la topologie algébrique,
nous introduisons la théorie de I’homotopie ainsi que quelques structures al-
gébriques. Ces bases nous permettent de développer certains résultats, dont le
plus important est la commutativité des groupes d’homotopie supérieurs.

1 Introduction

Le but de ce mini-projet est d’apprendre & connaitre, d’un point de vue homoto-
pique, les constructions fondamentales en topologie algébrique que sont ’espace de
lacets 2X et la suspension réduite ¥ X d’un espace topologique X donné.

Dans un premier temps, nous définissons les notions d’homotopie (pointée) d’ap-
plications continues et de groupe fondamental 71 (X, z9) d’un espace topologique
pointé (X, zg). Puis, dans un cadre plus général, nous étudions la notion de groupes
d’homotopie supérieurs m, (X, zg) pour n > 2.

L’objectif est de montrer que 'ensemble m, (X, zy) est un groupe pour n > 1,
et est méme abélien pour n > 2. Pour cela, il nous faut munir les classes d’homo-
topie de structures de groupe. Pour comprendre la maniére dont ces structures se
construisent, nous allons définir les notions de H-groupe et de co-H-groupe. Nous
illustrons ensuite ces concepts algébriques par leurs principaux exemples qui sont
respectivement ’espace des lacets X et la suspension réduite X X.



2 Homotopie et groupe fondamental

L’approche adoptée dans cette premiére partie est celle du cours d’Eléments
d’homotopie [Hes].

Remarque

On considére toujours I = [0, 1] et X, Y des espaces topologiques.
2.1 Homotopie

2.1.1 Définitions générales

Définition 2.1 (Homotopie)
Sotent f,g: X — Y des applications continues. Une homotopie de f vers g est une
application continue H : X x I — 'Y telle que H(x,0) = f(x) et H(x,1) = g(x) pour

tout v € X.
1 ¢
IT &
0

g
f

|

Figure 1: Homotopie

Figure 2: Homotopie

Les figures 1 et 2 illustrent la notion d’homotopie d’applications continues.

On peut aussi se représenter une homotopie H : X x I — Y comme une applica-
tion continue faisant commuter le diagramme suivant :

X
io
X x [ 2y,
11,&/
X

Diagramme 3: Homotopie

ot ig : X — X x I est deéfinie par ig(x) = (2,0) et i1 : X — X x I est définie par
i(x) = (z,1).
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Définition 2.2 (Homotopie relative)

Soit A C X un sous-espace de X et soient f,g: X — Y des applications continues
telles que f|, = g,. Une homotopie relative a A de f vers g est une homotopie
H: X xI—Y telle que H(a,t) = f(a) = g(a) pour tout a € A et pour tout t € I.

De la méme maniére que précédemment, on peut représenter une homotopie
relative sous la forme d’un diagramme commutatif. Nous avons besoin cette fois-ci de
plusieurs diagrammes pour représenter cette notion. Le premier illustre la restriction
a A des applications f et g, ainsi que leur égalité sur le sous-espace A. Le second est
celui d'une homotopie simple et le dernier réunit les deux premiers. La compréhension
de ’homotopie relative résulte donc de la lecture du troisiéme diagramme ci dessous.

X
0
fla=91a SH.Twy AxI—2—y

Y X x [l >
/ “,L/ iﬂ%
X A

Diagramme 4: Homotopie relative & A C X

SIPE Y S

Ici i et ¢1 sont définis de la méme maniére que dans le diagramme 3, et 7 est la
projection de A x I dans A.

2.1.2 [Espaces pointés

Définition 2.3 (Point de base et espace topologique pointé)
Soit xy € X. Le sous-espace {xo} est appelé le point de base de X, et le couple
(X, ) représente alors un espace topologique pointé.

Définition 2.4 (Application et homotopie pointées)

Soient (X, ) et (Y,y0) des espaces topologiques pointés. On dit que Uapplication
continue f : X — Y est pointée si f(zo) = yo. Si f,9 : (X,20) — (Y,y0) sont
pointées, on appelle une homotopie H : X x I — Y de f vers g relative a xog une
homotopie pointée (relative a xo). On a alors H(xo,t) = yo pour tout t € I.

Définition 2.5 (i) Soient f,g : X — Y. On définit la relation f ~ g si et seule-
ment s’il existe une homotopie de f vers g.

(i) Soient (X, z0) et (Y,yo) des espaces topologiques pointés et f,g : (X, x9) —
(Y,y0) des applications continues pointées. On définit la relation f ~, g si et
seulement s’il existe une homotopie pointée de f vers g.

Proposition 2.6 (i) La relation ~ est une relation d’équivalence.

(i) La relation ~, est une relation d’équivalence.

Démonstration. (i) — On définit ’homotopie constante H : X x I — Y par

H(z,t) = f(z),

pour tout z € X et pour tout ¢ € I. La continuité de H découle de la
continuité de f. De plus, on a, en particulier, H(z,0) = f(z) et H(z,1) =
f(x). Dou, f ~ f et ~ est réflexive.
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— Supposons f =~ g. Il existe alors une homotopie H : X x I — Y telle que,
pour tout x € X, H(z,0) = f(z) et H(x,1) = g(z). On définit 'homotopie
G:X xI—Y degvers f par

G(z,t) = H(x,1—1)

pour tout x € X et pour tout ¢ € I. La continuité de GG est assurée par celle de
H. On remarque que cette application vérifie bien G(z,0) = H(z,1) = g(z)
et G(x,1) = H(x,0) = f(x). D’on, g ~ f et ~ est symétrique.

— Supposons f ~ g et g ~ h. Il existe alors deux homotopies G, H : X xI — Y
telles que, pour tout x € X, G(z,0) = f(x), G(x,1) = g(x), H(x,0) = g(x)
et H(z,1) = h(x). On définit 'homotopie K : X x I — Y de f vers h par

| G(x,2t) si0<t

Kz,1) = { H(z,2t—1) sid<t

Puisque K(z,1/2) = G(z,1) = g(z) = H(z,0) = K(x,1/2) et que G et H

sont continues, K est bien continue. De plus, on a bien K(z,0) = G(z,0) =
f(z) et K(x,1) = H(xz,1) = g(x). D’ou, f ~ h et ~ est transitive.

Finalement, ~ est bien une relation d’équivalence.

IAIA
— D=

(ii) Pour montrer que ~, est une relation d’équivalence, il suffit de procéder de la
méme maniére que précédemment mais avec des homotopies pointées. Il faut
donc vérifier que chaque homotopie construite en (i) reste relative a {z}. Nous
ne montrons donc que ce dernier point. Soit yo = f(zp).

- On a H(z,t) = f(x) pour tout z € X et pour tout ¢ € I et donc, en
particulier, H(zo,t) = f(x0) = yo pour tout ¢ € I.

—~ On a G(z,t) = H(z,1 —t) pour tout z € X et pour tout ¢ € I et donc, en
particulier, G(x,t) = H(xo,1 —t) = f(x0) = yo pour tout ¢ € I.

— De maniére similaire, puisque G et H sont des homotopies pointées, K est
une homotopie pointée en {z¢}. En effet,

[ G(z0,2t) si0<t<3
K(xo’t)_{H(mo,Qt—l) sid<t<1

: 1
:{yo si0<t<3

Notation 2.7
Soit f une application continue. On note

(i) [f] la classe d’équivalence de f par rapport a la relation ~;

(ii) [f]« la classe d’équivalence de f par rapport a la relation ~,.

Définition 2.8 (Equivalence et inverse homotopiques) (i) On dit qu’une applica-
tion continue f : X — Y est une équivalence d’homotopie s’il existe une
application continue g : Y — X telle que go f ~1dx et fog ~1Idy. Alors g
est appelée inverse homotopique de f.

(i) Une application continue pointée f : (X,x0) — (Y,yo) est une équivalence
d’homotopie pointée sl existe une application continue pointée g : (Y,y0) —
(X, z0) telle que go f ~ Id(x 40) €t fog = Idiy,y,)-
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Définition 2.9 (i) Deuz espaces topologiques X et Y ont le méme type d’homoto-
pie s’il existe une équivalence d’homotopie f: X — Y. On note X ~ Y.

(i) Deuz espaces topologiques pointés (X, xg) et (Y,yo) ont le méme type d’homo-
topie s’il existe une équivalence d’homotopie pointée f : (X, z9) — (Y,40). On
note (X, zg) ~ (Y, 40).
Définition 2.10 (Espace contractile)
Soit g € X.
(i) Si X ~{xo}, Uespace topologique X est dit contractile.
(i) Si (X,z0) ~« ({mo},m0), on dit que l’espace topologique pointé (X, xo) est
contractile pointé.

Un espace contractile est un espace qui a le méme type d’homotopie qu’un point.
Autrement dit, on peut intuitivement se représenter un espace contractile comme un
espace ne possédant pas de « trou ».

2.2 Chemin et concaténation de chemins

Définition 2.11 (Chemin)
Soit un espace topologique X. On appelle chemin dans X une application continue
AT — X.

Définition 2.12 (Homotopie de chemins pointée)
Soient xg, x1 € X. Soient A\, : [ — X des chemins tels que A\(0) = o = N'(0) et
A(1) = z1 = N(1). Une homotopie de chemins pointée de \ vers X' est une homotopie
relative a {0,1}.
Autrement dit, c’est la donnée d’une application continue H : I x [ — X telle que
H(s,0) = X(s), H(s,1)=XN(s)Vsel
et H(0,t) =x9, H(1,t) =21 Vt € I.

Ainsi, on peut écrire

A~ X si et seulement si A(0) = X'(0), A(1) = N(1) et X ~913 N

Figure 5: Homotopie de chemin

Définition 2.13 (Concaténation)
Soient A1, Ay : I — X des chemins tels que A\1(1) = X2(0). Le chemin A\ x Aa, obtenu
par concaténation de \; et Ao, est donné par
AM*XN: I — X
A1 (2t) si0<t<1/2,
Ao(2t—1) sil/2<t<l.

t
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Remarque 2.14
La concaténation de deux chemins continus reste un chemin continu. En effet, si
t =1/2, on a A\;1(1) = \2(0) par hypothése.

Proposition 2.15
Soient A1, N, A2, Ny : I — X des chemins tels que M\1(0) = zo = N(0), A (1) =
AN (1) = z1 = A2(0) = Ay(0) et Ma(1) = 2o = N5(1). St A1~ N et Ao =~ N}, alors
on a

)\1 *)\2 >y )\,1 *AIQ

Démonstration. Comme \; ~, A}, on sait qu’il existe une homotopie H : [ x I — X
telle que H(s,0) = A\i(s) et H(s,1) = N(s) pour tout s € I. De méme, comme
A2 >, A, on sait qu’il existe une homotopie K : I x I — X telle que K(s,0) = Xa(s)
et K(s,1) = Ny(s) pour tout s € I.

On définit alors

HxK: Ix]I — X

(5.1 H(2s,1) s5i0<s<1/2,
s, —
K(2s—1,t) sil/2<s<1.

Tout d’abord, on note que HxK est continue pour tout ¢t € I fixé par la Remarque
2.14. De plus,

(H » K)(s,0) = {?QW =M s0<s<12
(25 —1,0) = Aa(s) sil/2<s<1,
= (A% Aa)(s)
et
(H * K)(s,1) = {?28’” =) s0<s<1
(2s —1,1) = Xy(s) sil/2<s<1,
= (A1 * A2)(s).
Enfin,

(H % K)(0,t) = H(0,£) = \(0) =z Vt € T

et
(H+K)(1,t) = K(1,t) = Ap(1) = a1 Vt € L.

Ainsi, H * K est une homotopie de chemins pointée de A\; x Ay vers \| x A}, et
donc on a A\p x Ag >~ A} x AL.
O

Proposition 2.16 (Propriétés algebriques de la concaténation)

(i) Associativité & homotopie preés :
Soient A1, Ao, A3 : I — X des chemins tels que A1(1) = A2(0) et Aa(1) = A3(0).
Alors on a
()\1 * )\2) * )\3 >y )\1 * ()\2 * )\3)
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(i) FExistence de [’élément neutre a homotopie prés :
Soit A : I — X un chemin tel que A\(0) = x¢ et \(1) = x1. Si x € X, on définit

X

—
— X

cp: 1
t

le chemin constant. Alors on a
Cog % A Xy A My AxCy .

(i41) Ewistence d’inverse a homotopie prés : B
Soient X\ : I — X un chemin et A : [ — X le chemin défini par \(t) = \(1 —t)
pour tout t € I. Alors si zg = A(0) et x1 = A(1), on a

Ax A 2y Cpy 8 Ax A 2 €y -

Démonstration. L’idée ici est d’expliquer les propriétés par des figures.

(1) Considérons la figure 6. L’aréte du bas correspond & (A; * A2) * Az. Le chemin
A1 est parcouru alors pendant le premier quart du temps, Ao pendant le quart
suivant, et A3 pendant la deuxiéme moitié. L’aréte du haut correspond a A\;
(A2 % A3). Cette fois, A\; est parcouru pendant la premiére moitié du temps, Ao
pendant le quart suivant, et A3 pendant le dernier quart. On construit alors
I’homotopie en ralentissant sur A; et en accélérant sur A3 de telle maniére &
ce qu’on mette toujours la moitié du temps & parcourir la concaténation entre
parenthéses.

1 A 12 A2 34 A3

/ /\2(1/: A3(0)
to

A1 (1) 5A2(0)

A1(0) A3(1)

Figure 6: Homotopie de chemin

(ii) Considérons d’abord le carré de gauche de la figure 7. Elle représente ¢, x A ~,
A. L’aréte du bas correspond donc & ¢, * A, ou chaque chemin est parcouru
durant la moitié du temps et va étre envoyé par ’homotopie vers ’aréte du haut
qui correspond & A. Ainsi, tous les points du triangle plus foncé sont envoyés
sur xg et, au temps ¢t = 1, on parcourt A deux fois plus lentement qu’au temps
t=0.

Le carré de droite de la figure 7 représente \ % c;,. L’homotopie fait cette fois
ralentir le parcours de A, qui ne prend que la moitié du temps.

(iii) On pose

H: IxI — X
(S,t) — ()\t*)\t)(s)
ot -
N: I — X N: I — X
s —  A(ts) s — A1 —9)t).
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Cag Caq Cao Cz,

Figure 7: Inverse

Alors H est continue par la Remarque 2.14, car A; et \; sont des chemins
continus. De plus,

H(5,0) = (Ao * Xo)(8) = cup(5),
car A\g = Czy = Ao et donc Ao * A\g = Czg, €6
H(s,1) = (\* A)(s) = (A% X)(s),
car Ay = A et \; = \. Enfin,
H(0,t) = (A x M) (0) = A (0) = A(0) = 2o

et
H(1,t) = (% A)(1) = A(1) = A(0) = .

Ainsi, H est une homotopie de chemins de c,, vers A x A, et donc A % X =2, ¢y, -
On fait de méme pour montrer que A * A >, ¢y, .

O]

On peut également montrer ces propriétés par des calculs formels, comme on ’a
vu en cours de Topologie [Buf09]. Pour cela, on a besoin du lemme suivant.

Lemme 2.17

SiX: I — X est un chemin et r: I — I une fonction continue telle que r(0) =0 et
r(1) =1, alors
A, Ao

Démonstration. Posons

H: IxI — X
(s,t) — A(1—1t)s+tr(s)).

Notons que H est bien définie car (1 —t)s + tr(s) € [0, 1] et qu’elle est continue par
composition de fonctions continues. De plus,

H(s,0) = X(s), H(s,1) = A(r(s)), Vs € [0,1]
et
H(0,t) = A(tr(0)) = A(0), H(1,t) = X1 —t+tr(1)) = X(1) Vt € [0,1],

car 7(0) =0 et r(1) = 1.
Ainsi, H définit bien une homotopie de A vers Aor. O
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Montrons & présent les propriétés de la Proposition 2.16 par des calculs formels.

Démonstration formelle de la Proposition 2.16.

(i) On pose
A1(4s) si0<s<1/4,
(A% A2) *xAg)(s) = ¢ Ao(ds —1) si1/4<s<1/2,
Az(2s—1) sil/2<s<1,
et

A1(2s) si0<s<1/2
(A * (A2 xA3))(s) = ¢ Ao(ds —2) si1/2<s<3/4,
A3(4s —3) si3/4<s<l1.

On remarque alors que si

2s si0<s<1/4,
r(s) =< s+1/4 sil/4<s<1/2,
1/2(s+1) sil/2<s<1,

alors on a bien r(0) =0, (1) =1 et Im(r) C I. De plus, on a (A1 x A2) * A3 =
A1 * (A2 *x A3) or, et donc par le Lemme 2.17

)\1*(}\2*)\3) My Al*(AQ*Ag)OT:(Al*Ag)*)\g

(ii) Montrons que A ~, A x ¢z, . L’équivalence ¢, * A ~, A se montre de la méme

maniére.
On pose
A(2s) si0<s<1/2,
(Ax ey )(s) = B :
1 =MN1) sil/2<s<1,
et

r(s) =

2s s10<s<1/2,
1 sil/2<s<1.

Alors on a bien r(0) = 0, r(1) = 1, Im(r) C I, et on remarque que Axc;, = Aor,

et donc, par le Lemme 2.17, A ~, Aor = A% ¢y, .

(iii) Montrons que A * A o, ¢,. L’équivalence A x A\ ~, ¢, se montre de la méme
maniére. On a

_ 10<s<
Ax X = A(2s) si0<s<1/2,
AM2—-2s) sil/2<s<1.
Alors si on pose
A(2st 10<s<1/2
By = X0 s0Zag1p
A2t —2st) sil/2<s<1,
on a
H(5,0) = A(0) = 20 = ¢z (8), H(s,1) = (A*A)(s), Vs €I
et

H(0,t) = \0) = w0, H(1,t) = \(0) = zq, V¢ € 1.

Ainsi, on a bien une homotopie de ¢y, vers A % \.
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2.3 Groupe fondamental

Terminologie 2.18
On appelle lacet basé en zp un chemin A: I — X tel que A(0) = g = A(1).

Définition 2.19 (Groupe fondamental)
Soit (X, zo) un espace topologique pointé. Le groupe fondamental de (X, zq) est défini
par

m (X, zo) ;= {[A« | A: I — X est un lacet basé en ¢} .

Proposition 2.20
L’opération binaire

7T1(X,560)X771(X,[E0) — 7T1(X,$0)
(A s W) = A Vo= A N

est bien définie et munit m (X, xo) d’une structure de groupe.

Démonstration. — Montrons que ’application binaire - est bien définie. Soient
' €1f]« et ¢ € [g]«, on a alors f' ~, f et ¢’ ~, g et, par la Proposition 2.15,
[xg =, fxg. Autrement dit, [f+gl. = ['+¢'L. et donc [fl,-[gls = [f'].-[¢]..
ce qui implique que - est bien définie.
— Montrons que (m(X,zo), - ) est un groupe. On commence par vérifier I’asso-
ciativité de la loi de groupe. Soient [f]s, [g]«, et [h]x € (X, x0). On a alors

ol la troisiéme égalité suit de la Proposition 2.16. Par conséquent, 1’associati-
vité est vérifiée.

— Soit ¢y, le lacet constant en zg. Vérifions que [cy, ]« est 'élément neutre pour
la loi de groupe. On a

[f]* ’ [c:co]* = [f*cxo]* = [f]*v V[f]* € 7T1(X7 J,‘()),

otl la derniére égalité suit de la Proposition 2.16. On montre de la méme maniére
que [cg, ]« - [f]« = [f]« et donc [cy, ]« est bien I’élément neutre.

— Montrons finalement que [ ﬂ*, ol f est définie comme dans la Proposition
2.16, est U'inverse de [f]. par rapport a la loi de groupe. On a

[f]* : [ﬂ* = [f*ﬂ* = [Cﬂ»‘o}* = [ﬂ* ’ [f]*v V[ﬂ* € ﬂl(X’$U)7

ou la seconde égalité suit de la Proposition 2.16. Ainsi, [ ﬂ* est bien l'inverse

de [f]«-

Finalement, nous avons montré que 71 (X, zg) posséde une structure de groupe.

O]

Remarque 2.21
On a construit une application

71 : {espaces topologiques pointés} — {groupes} .
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On peut donc, via cette application, associer un groupe & tout espace topologique
pointé.

Le but est maintenant de montrer que le groupe fondamental est un invariant
homotopique, c’est-a-dire que les groupes fondamentaux de deux espaces pointés qui
ont le méme type d’homotopie sont isomorphes. Pour cela, nous avons besoin des
deux propositions suivantes :

Proposition 2.22
Soit p: (X, x0) — (Y, y0) une application continue pointée. L’application

mp: m(X,z0) — m(Y,%0)
[fle > [pofls

est un homomorphisme de groupes bien défini.

Démonstration. — Montrons que mp est bien définie. Soit g € [f]«, il existe
donc une homotopie pointée H : I x I — X de f vers g. On remarque que
I'application

poH :IXI—Y

est également une homotopie pointée. En effet, p o H est continue comme
composition d’applications continues. De plus, on a (p o H)(x,0) = p(f(x))
et (po H)(x,1) = p(g(z)). On sait aussi que H(0,t) = H(1,t) = =g, ce qui
implique que (po H)(0,t) = p(g(z0)) = yo et (po H)(L,t) = p(g(x0)) = yo.
Donc, p o H est une homotopie pointée et par conséquent, [p o fl. = [p o gl«.
Ainsi, m1p est bien définie.

— Nous allons montrer que 7p est bien un homomorphisme de groupes. Soient
[f]s, [9]« € m1(X,x0). Alors, on a

mip ([f1x - [gl«) = mp ([f * g]x)

[po (fxg)l,

= [(po f)*(pog)l,
=[po fl«-[pogl

=mp ([fl«) - mp ([g)s) -

L’égalité (1) découle de la définition et de la continuité de la concaténation des
chemins. De plus, on remarque que

—
~—

1P ([Capls) = [P0 Capls = [Cyo]*>

ce qui implique que m1p est un homomorphisme de groupes.

Proposition 2.23 (Propriétés de )

(i) Soit (X, x0) un espace pointé, alors
1 (Id(X,xo)) = Id7r1(X,ac0) .

(i) Soient p: (X,z0) — (Y,v0) et ¢: (Y,y0) — (Z,20) des applications continues
pointées, alors
m1(qop) = mwqomp.
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(#3) Soient p,p' : (X,z0) — (Y,y0) des applications continues pointées telles que
p~,p, alors
mp =mp.

Démonstration. (i) Soit [f]« € m1(X,z0). On a alors

m1(Id(x 20)) ([f]x) = [Idx of]« = [f],

et donc (Id(X,xO)) = Id7r1(X,:K0) .
(ii) Soient [f]. € m (X, x0) et p: (X, 20) — (Y,40), ¢: (Y,y0) — (Z, 29). On a alors

mi(gop) ([fls) =[(gop) o fl.
=[go(po f)l.
=m1q([po fl«)
=miq (mip ([f]+))
:(qu © 7T1P) ([f]*) )

et donc 71 (g o p) = w1 q 0 TP

(iii) Soient p,p’ : (X, z9) — (Y, yo) telles que p ~, p’ et soit [f]« € (X, zo), alors

mp ([fl«) = [po fls = [ o flu = mp' ([f]+)

et donc mp = mp'.
]

Remarque 2.24
Les propriétés (i) et (ii) de la proposition ci-dessus codifient ce que I'on appelle la
fonctorialité de .

Nous sommes maintenant en mesure de montrer que le groupe fondamental est
un invariant homotopique :

Théoréme 2.25
Le groupe fondamental est un invariant d’homotopie pointée, autrement dit, pour
tous espaces topologiques pointés (X, xo) et (Y,yo), on a

(X, o) >~ (Y,90) = m(X,20) = m1(Y, %0).

Démonstration. Supposons que (X, xzg) ~ (Y,y0). Alors il existe p : (X,x9) —
(Y,y0) et q: (Y,y0) — (X, z0) des applications continues pointées telles que qop ~,
Id(X,mo) et poqg >, Id(yyyo). On a alors

(1) (2) 3
mgomp = mi(gop) = m1 1d(x g & I, (X 20)5

ou les égalités (1), (2) et (3) découlent respectivement de la Propposition 2.23 (ii),
(iii) et (i). On obtient de maniére similaire mp o m1q = Id(y,,). Ainsi, T1q et mip
sont des isomorphismes inverses I'un de lautre et finalement 71 (X, z9) = 71 (Y, yo)-

O
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3 H-espace et co-H-espace

Pour cette partie, nous suivons premiérement ’approche de Switzer [Swi75]. Puis,
pour la section 3.3, nous adoptons conjointement les méthodes de ce dernier et de
Selick [Sel97].

Remarque
Dans cette partie, pour tout espace pointé (X, zp), on note Id(x 4y = Idx et on
définit la fonction constante

Cro: X — X
T — X9

De plus, pour alléger la notation, on note les classes d’homotopie pointée [—] au lieu
de [—]«.

3.1 H-espace

Définition 3.1 (H-espace)
Soit x9 € X. Un H-espace est un espace topologique pointé (X, xo) muni d’une
application de multiplication continue m : X x X — X telle que m o i1 ~, Idx =~
m o to, Ol
il X — X xX
x — (x,m0)

et
in: X — X xX

x — (x0,2).

Cette définition revient a dire que le diagramme suivant commute & homotopie prés :

i1 72

X—XxX~—X

dx
X.
Diagramme 8: Multiplication

Dans ce diagramme, on a i1y = (Idx, zg) et ia = (zg, Idx).
Définition 3.2 (Propriétés d’'un H-espace)
(i) Associativité
Un H-espace (H, hg) est dit associatif & homotopie pres si
mo (m x Idg) ~ mo (Idg xm),
c’est-a-dire si le diagramme suivant commute & homotopie pres :

mXIdH

Hx HxH H x H
lIdHXm lm
HxH UL H.

Diagramme 9: Associativité de la multiplication
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(i) Inverse
Pour un H-espace (H, hy), une application continue ¢ : H — H est un inverse
homotopique si
mo (¢, Idg) ~ cpy > mo (Idg, c),

c’est-a-dire si le diagramme suivant commute & homotopie prés :

JId Idy,

(c,Jdm) I x H (Idm,c)
im

cho Cho
H,

Diagramme 10: Inverse homotopique
ol

(¢, Id)(h) = (c(h),h) et (Idu,c)(h) = (h,c(h)), Vh e H.

(#53) Commutativité
Un H-espace est dit commutatif & homotopie prés si

moTl ~,m,

ol
T: HxH — HxH
(z,y) — (y,2),
c’est-a-dire si le diagramme sutvant commute & homotopie prés :

Hx H T Hx H

=

X.

Diagramme 11: Commutativité de la multiplication

Définition 3.3 (H-groupe)
Un H-groupe est un H-espace, muni d’une loi de multiplication continue et associative
a homotopie pres, ainsi que d’un inverse homotopique.

Définition 3.4 (H-application)
Soient (X, x0), (Y,y0) des H-espaces. Une H-application est une application continue
pointée f: X —Y qui vérifie my o (f X f) ~, fomx.

FEn d’autres mots, on peut également voir une H-application comme une applica-

tion continue pointée de X vers Y qui fait commuter, & homotopie prés, le diagramme
ci-dessous.

xxx vy
T
X ——F—Y.

Diagramme 12: H-application
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Notation 3.5

Si (X, o) et (Y,y0) sont des espaces pointés, alors on note [X, z¢; Y, yo] 'ensemble
des classes d’équivalence des applications pointées de (X, xzy) vers (Y,y9) sous la
relation ~,.

Définition 3.6 (Application diagonale)
L’application diagonale est ’application définie, pour tout x € X, par

A: X — XxX
x — (z,z).

Proposition 3.7

Soit (K, ko) un H-groupe muni d’une multiplication m et d’un inverse homotopique
c. Alors pour tout espace topologique pointé (X, xzg), on peut munir [X,xo; K, ko]
d’une structure de groupe, en définissant le produit par la classe d’homotopie de la
composition

X2 xux Y kK- K,

autrement dit,
[f]-[g] :=[mo (f x g) o Al

pour tous f,g: (X, x9) — (K, ko) continues. L’identité du groupe est donnée par la
classe de Uapplication constante [cy,] et linverse est donnée par [f]™1 := [co f].
Sim est commutative, alors [X,xo; K, ko] est un groupe commutatif.

De plus, toute application continue f : (X,x0) — (Y,y0) induit un homomorphisme
de groupes

[ Yoyo K ko] — (X, 20); (K, ko)
lg] +— lgofl,

pour tout g : (Y,yo) — (K, ko).

Démonstration. Montrons tout d’abord que le produit est bien défini. Soient f’ € [f]
et ¢’ € [g]. Alors il existe une homotopie H : X x I — K entre [’ et f et il existe
une homotopie G : X x I — K entre ¢’ et g. On définit 'application

M: XxI — K
(x,t) — mo (H(x,t),G(x,t)),

qui est continue par composition d’applications continues.
Alors on a pour tout x € X

M(:U,O):mo(H(x,O),G(:U,O)):mo(f,g):mo(fxg)oA

et
M(:U,l):mO(H(x,l),G(:U,l)):mo(f’,g'):mo(f’xg')oA.

L’application M définit donc une homotopie de [f] - [g] vers [f'] - [¢']-
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Montrons 'associativité du produit défini sur [ X, zo; K, ko] :

[f1- (9] - [A]) = [m o (f < ([g] - [A])) o A]
=[mo(fx(mo(g-h)oA))oA]
:[mo(IdXXm)o(fx( h))o (Idx xA)o A
mo(m xIdyx)o ((f xg)xh)o(AxIdx)oA]
=[mo((mo(fxg)oA)xh)oA]
= ([£1-[g]) - A,

—

ou on a utilisé la propriété (i) de la Définition 3.2 pour 1'égalité (1).
Montrons ensuite que 'identité du produit est bien définie :

o (cry X f) o Al
O(ckovldK)of]

ol on a utilisé que le carré du Diagramme 13 commute strictement et que le triangle
commute & homotopie prés. Ceci découle de la Définition 3.1.

X X x X
] o,
ko,Id
o Folde) el ke
Id g im
K.

Diagramme 13: Identité du produit

De méme, on peut montrer que [f] - [ck,] = [f].
Enfin, montrons que 'inverse du produit est bien défini.

A7 [l = leo £1-1f]

—[mo(cofxf)oA]
— [mo (Idi, ) o ]
2 ek o f]

:[Cko],

ou on a utilisé la propriété (ii) de la Définition 3.2 pour 'égalité (2).
Autrement dit, on a utilisé que dans le diagramme suivant le carré commute stricte-
ment et le triangle commute & homotopie prés, par la Définition 3.2 :
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X—2 o xXxX
fl i(COf)Xf
Tdg,
K ek
im
Cko
K.

Diagramme 14: Inverse du produit
On montre de méme que [f] - [f]~!
de groupe sur [X, zo; K, ko).
Supposons maintenant que m est commutative. Alors on a

[f]-[g] = [mo (f x g)oA]
=[mo(f,g)]

D mo (g, £)

=[mo(gx f)oA]
= [g] - [f],

ol on a utilisé la propriété (iii) de la Définition 3.2 pour ’égalité (3). Le produit sur
[X, zo; K, ko| est donc aussi commutatif.

Soit f: (X,z0) — (Y,y0). Montrons que 'application f* est bien définie et est un
homomorphisme de groupe.

Soit ¢' € [g]. Alors il existe une homotopie H : Y x I — K entre g et ¢’. On pose

~, Cr,- Ainsi, on a bien défini une structure

H: XxI — K
(s,t) —— H(f(s),1).

Alors H' est une application continue par composition d’applications continues. De
plus, pour tout s € I,

H'(s,0) = H(f(s5),0) = g(f(s))
et
H'(s,1) = H(f(5),1) = ¢'(f(s)).
Ainsi, H' définit une homotopie de g o f vers ¢’ o f et donc f* est bien définie sur

les classes d’homotopie.
Montrons maintenant que f*([g]-[2]) = f*([g])-f*([h]) pour tous [g], [r] € [Y; yo; K, ko]

(gl - £7([n]) = lg o f1-[ho f]
=[mo((gof) x(hof))eA]

@ mo(gxh),(f x f)oA

(E—)[mo(gxh)vof]

= [*(Imo (g xh)oA])
= f*(lg] - [n]),

ou Dégalité (4) vient du fait que le triangle du diagramme ci-dessous commute et
légalité (5) découle de la commutativité stricte du carré :
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o ho
XA o xOID pem pe
Y X Y xY

Diagramme 15: Homomorphisme f*

Ainsi, f* est bien un homomorphisme de groupes.

3.2 Co-H-espace
Notation 3.8

21

Soient (X, xg), (Y, y0) des espaces topologiques pointés. On définit le wedge de X et

Y comme l'espace pointé

(X VY,) = ((X,20) U(Y,0)) fug ~ o = X X {50} U {0} x Y,

ol le point de base * est donné par la classe de xg ~ ¥g.

Définition 3.9 (Co-H-espace)

Soit xog € X. Un co-H-espace est un espace topologique pointé (X, xg) muni d’une
application continue de comultiplication m' : X — XV X telle que iy om’ ~, Idx ~,

ihom!, ot
. XVX — X

(x,29) +— x

c’est-a-dire, le premier sommand de X V X est envoyé sur x par i) et

ih: XVX — X

(xg,x) +— x

c’est-a-dire, le deuzieme sommand de X V X est envoyé sur x par iy, Autrement dit,

le diagramme suivant commute G homotopie prés :

Diagramme 16: Comultiplication
Définition 3.10 (Propriétés d’un co-H-espace)

(i) Associativité
Un co-H-espace (H, hg) est dit associatif & homotopie pres si

(m' vIdg) om' ~, (Idg vm') om’,

c’est-a-dire si le diagramme suitvant commute & homotopie prés :
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H HvH
\Lm’ l m/VIdy
Idg vm/
HVH——HVHVH.

Diagramme 17: Associativité de la comultiplication

(i) Inverse
Pour un co-H-espace (H,hg), une application continue ¢ : H — H est un
inverse homotopique s2

(d,Idy) om' ~, cpy =~ (Idg, ) om?/,

c’est-a-dire si le diagramme suivant commute & homotopie pres :

Idg,c c\Id
I (Idgr,c’) v H (c'dg) I
Chy m/T Ch

Diagramme 18: Inverse homotopique

(#ii) Commutativité
Un co-H-espace est dit commutatif & homotopie pres si
T om/ ~, m/,
o
T": HVH — HVH
(r,y) — (v, )
c’est-a-dire si le diagramme sutvant commute & homotopie pres :

9

Diagramme 19: Commutativité de la comultiplication

Définition 3.11 (Co-H-groupe)
Un co-H-groupe est un co-H-espace, associatif & homotopie prés et muni d’un inverse
homotopique.

Remarque 3.12
La notion de co-H-application se définit de maniére duale & celle de H-application,
voir Définition 3.4.

Définition 3.13
On définit I’application pliage par
A XvX — X
{(x,x(»
[ xT

(‘TO’ l‘)
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Proposition 3.14

Soit (K, ko) un co-H-groupe muni de la comultiplication m’' et de l’inverse homoto-
pique ¢'. On peut alors munir [(K, ko); (X, x0)] d’une structure de groupe, pour tout
espace topologique pointé (X, xo), en définissant le produit par la classe d’homotopie
de la composition

K" wvi % xvx 2 x

autrement dit,
[f] - lg]:=[A"o (fVg)om],

pour tous f,g : (K, ko) — (X,x0) continues. L’identité du groupe est donnée par la
classe de lapplication constante [cy,] et linverse est donnée par [f]~1 = [f o ¢].
Sim/ est commutative, alors [K, ko; X, x| est un groupe commutatif.

De plus, toute application continue f : (X, x0) — (Y, y0) induit un homomorphisme

f* : [Kv kO;Xa ‘TO} — [(Kv ko)?(Yva)]
gl — lgofl,
pour tout g : (K, ko) — (X, o).

Démonstration. En remarquant que la définition d’un co-H-espace est duale & celle
d’un H-espace, en remplacant H x H par HV H et en inversant le sens des fléches, la
preuve de cette proposition se fait de maniére duale a celle de la Proposition 3.7. [J

3.3 [Egalité des opérations de multiplication et de comultiplication

Le but de cette section est de montrer que, sous certaines conditions, I’opération
de mutliplication et 'opération de comultiplication sur les classes d’homotopie coin-
cident. On va également montrer que, dans ce cas, la structure de groupe résultante
sur les classes d’homotopie est commutative. Pour montrer cela, nous avons besoin
de la proposition ci-aprés. Remarquons que cette proposition se fait dans un cadre
ensembliste totalement général.

Proposition 3.15
Soit X un ensemble avec deuz lois de multiplication o et x. Si les propriétés suivantes
sont satisfaites

(i) Densemble X posséde un élément neutre e tel que, pour tout r € X,
Toe=Txe=exT =eou;
(i1) pour tous z,x',y,y' € X, on a
(zoa’)x(yoy) = (zxy)o(a'*+y),
alors o et x coincident. De plus, les deux lois sont commutatives et associatives.

Démonstration. Soient x,y,z € X. On obtient pour commencer que

xoy=(rxxe)o(exy)=(roe)*x(eoy)=xx*y,
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et donc que * et o coincident. On déduit que
zoy=(exx)o(yxe)=yxx=you,
ce qui signifie que * et o sont commutatives. Enfin, on a

xzo(yoz)=(rxe)o(yxz)=(roy)*x(eoz)=(xoy)oz,
ce qui implique que * et o sont associatives. ]

Théoréme 3.16

Soient (X, xg) un co-H-groupe et (Y, yo) un H-groupe. Alors l'opération de groupe sur
[X, z0; Y, yo], induite par la co-H-structure de (X, xo), coincide avec 'opération de
groupe induite par la H-structure de (Y, yo).

De plus, la structure de groupe résultante sur [X,xo;Y, yo] est commutative.

Idée de la démonstration. Pour montrer que les opérations de multiplication et de
comultiplication coincident sur les classes d’homotopie, il suffit de montrer qu’elles
satisfont les propriétés (i) et (i) de la Proposition 3.15. Par les Propositions 3.7 et
3.14, on a que la classe [cy,] de I'application constante est I’élément neutre, pour la
multiplication et la comultiplication, c¢’est-a-dire qu’elle satisfait (i) de la Proposition
3.15. Notons par o l'opération de comultiplication de Y et par *x 'opération de
multiplication de X. Il nous reste & montrer que, pour tous f, f',g,¢" : (X,z9) —

(Y, %0),
(fofY*(gogd)=(fxg)o(f +d).

La démonstration consiste & montrer que le Diagramme 20 commute & homotopie
prés. On remarque que le membre de gauche de 'égalité ci-dessus correspond a la
composée supérieure du diagramme et le membre de droite a la composée inférieure.
On montre séparemment que les parties (1) a (6) commutent & homotopie prés, ce
qui implique la commutativité du diagramme complet.

(FvFx
Xx X x v x) < (X V) YL yvy)x (v v A2y oy

(1) t (2) T’ (3/

A(j() (X X o x X X ) Y xyoxY xyp

U (zg x X X zog X X) Uyo XY XyoxY "
A
X (4) 1xTx1 (5) 1xTx1 (6) )%
m/ Al

XVX g (XX X) V(X X) == (Y X V) V(Y X Y) S Y VY

(9xg")
Diagramme 20: Egalité des opérations de multiplication et de comultiplication

O
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4 Applications des notions étudiées

Dans cette partie, nous allons voir les exemples principaux de H-espace et de co-
H-espace, qui sont I'espace des lacets et la suspension réduite d’un espace topologique
pointé. Pour les définitions de ces espaces importants, nous nous sommes inspirées a
la fois de [Swi75] et de [Die08|.

Nous introduisons ensuite la notion de groupes supérieurs d’homotopie 7, (X, z¢)
et, par les résultats vus précedemment, nous allons montrer que ces groupes sont
abéliens pour n > 2.

La preuve de ce résultat final repose sur le fait que 'espace des lacets et la
suspension d’un espace topologique sont, respectivement, un H-groupe et un co-H-
groupe. Néanmoins, cette vérification n’est pas triviale et requiert quelques prérequis
topologiques que nous introduisons ici. Pour ce faire, nous suivons la démarche de

[Rot88].

4.1 Prérequis topologiques

Définition 4.1 (Espace de Hausdorff)
Un espace de Hausdorff X est un espace topologique tel que, pour tous a, b € X, il
existe des ouverts U, V € X tels queac U, beV etUNV = 0.

Définition 4.2 (Topologie compact-ouvert)

Soient X, Y des espaces topologiques et XY Uensemble des fonctions continues de Y
dans X . La topologie compact-ouvert sur XY est la topologie qui admet la sous-base
constituée de tous les sous-ensembles (K;U), ou K est un compact de'Y et U est un
ouvert de X. On a donc

(K;U)={feXY: f(K)cCU}.

Notation 4.3

Soient X, Y et Z des ensembles et soit F': ZxY — X une fonction & deux variables.
Pour un z € Z fixé, on note F, : Y — X la fonction définie par F,(y) = F(z,y). En
notant Hom(Y, X) ’ensemble des fonctions de Y dans X, on peut définir la fonction

Ft: Z — Hom(Y,X)

z — F,

, Vze Z.

Définition 4.4 (Fonction associée)
Soit la fonction F : Z xY — X. On définit Uassociée de F par la fonction F*
ci-dessus.

Définition 4.5 (Application d’évaluation)
Soient X et Y des ensembles. On définit ’application d’évaluation par

e: Hom(V;X)xY — X
(f,y) — f(y),

pour tout y € Y et pour tout f € Hom(Y, X).

Théoréme 4.6

Sotent X et Z des espaces topologiques et soit Y un espace de Hausdorff localement
compact. En munissant XY de la topologie compact-ouvert, on a les résultats sui-
vants :
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(i) L’application d’évaluation e : XY xY — X est continue ;

(i1) Une fonction F : Z xY — X est continue si et seulement si son associée
F¥:Z — XY est continue.

Démonstration. Nous admettons ici ce résultat. Le lecteur peut trouver les détails
de cette preuve dans [Rot88|, Théoreme 11.1, p.313. O

Corollaire 4.7
Soient des espaces X et Z et soit Y un espace localement Hausdorff. Une fonction
g:7Z — XY est continue si et seulement si la composition e o (g x 1) est conlinue.

Démonstration. Sil’on nomme F' la composition e o (¢ x 1), alors on remarque que
g est Dassociée de F. Par le théoréme précédent, g = F* est continue si et seulement
si I est continue. Ainsi, eo (g x 1) est continue si et seulement si g est continue. [

Ce corollaire revient & dire que le diagramme suivant d’applications continues
commute :

Diagramme 21: Corollaire 4.7

4.2 Espace des lacets

Définition 4.8 (Espace des lacets)
L’espace des lacets QX d’un espace topologique pointé (X, xzq) est un sous-ensemble
des chemins de X défini par

QX ={w:[0,1] = X | w(0) =w(l) = x0}.
Autrement dit, QX est 'ensemble des lacets basés en xg.

Remarque 4.9
On peut munir 2X d’un point de base c,,, donné par le lacet constant en zg.

Proposition 4.10
(QX, cyy) est un H-groupe.

Remarque 4.11

Pour faire la preuve, nous avons besoin du principe de recollement :

Soient E, E', F,F’ des espaces topologiques tels que ENE =0 et FNF = () et
soient deux applications f: F — F et g : E' — F’. On définit

h: FUE — FUF

. f(x) sixz€eE,
! g(x) sixzeFl.

Alors h est continue si et seulement si f et h sont continue et f(1/2) = g(1/2).
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Démonstration de la Proposition 4.10. On va utiliser la notation Idgx = 1. On mu-
nit (22X, ¢z,) de I'opération de mutliplication m donnée par

m: QX xOQX — QX

(w,w') — w*u,

ol * est I'opération de concaténation des chemins de la Définition 2.13.
On commence par montrer que m est continue.
Pour cela, on considére la composition

mx1

QX x QX x [0,1] QX x[0,1] — X,

ou e est U'application d’évaluation de la Définition 4.5. On regarde maintenant cette
méme composition sur QX x QX x [0,1/2] et on obtient

QX x QX x [0,1/2] 22~ QX x [0,1] —* X,

ou pj dénote la premiére projection et g est la fonction continue ¢(t) = 2¢, pour tout
t € [0,1/2]. On sait, par le cours de topologie [Buf09], que p; est continue. De plus,
commie ¢ est continue, on a que eo (p; X q) est continue. Or, eo (p; X q) et eo(m x 1)
coincident sur QX x QX x[0,1/2]. On obtient ainsi la continuité de eo(m x 1) et, par
le Corollaire 4.7, on conclut que m est continue sur QX x QX x [0,1/2]. On montre
de maniére similaire la continuité de m sur QX x QX x [1/2,1]. Ainsi, en calculant
la valeur de m sur QX x QX x {1/2}, on conclut par le principe de recollement que
m est continue.
On va maintenant montrer que m est associative.
Soient w,w’, w” € QX. On a alors

w(4t) si0<t<1/4,
(wrw')xw") (t) = w' (4t —1) sil1/d<t<1/2,
w’'(2t—1) sil/2<t<1,

w(2t) si0<t<1/2,
(wx (W' *w")) (t) = w'(4t —2) si1/2<t<3/4,
w’(4t—3) si3/4<t<1.
On cherche une homotopie H : QX x QX x QX x [0,1] — QX de ((wxw') *xw") (¢)

vers (w* (w' *w")) (t) telle que H = F*, pour une application F. Définissons F :
QX x QX x QX xI xI— X par

w (f—js) si0<t< st
Flw,w',w",s,t) = qw'(4t —s —1) si S <t < 582
I ( 4t—2—s ¢ s+2
w (ﬁ) S <t<I1.

Par le principe de recollement, F' est continue et donc, par le Théoréme 4.6, H est
continue. Par ailleurs, on remarque que 'on a F(w,w’,w”,0,t) = ((wx w’) xw") (¢)
et F(w,w',w” 1,t) = (w* (w' xw")) (t). De plus, on a

F(w,w',w",s,0) = w(0) = x¢
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et
Flw,w ,w" s,1) = w"(1) = zo.
Ainsi, I'image de H est bien contenue dans QX. On en conclut que H est bien
I’homotopie cherchée et donc que m est associative & homotopie prés.
On montre maintenant que m posséde un inverse homotopique.

Soit ¢, le lacet constant en xg. Ce lacet est le point de base de 2X. On définit les
applications m o1 et m o iy par

moip(w) = w* g,
et

moig(w) = Cpy * W,
ol 71 et i9 sont définis comme dans la Définition 3.1.

On cherche une homotopie de m o i1 vers 1. Définissons la fonction

H: QX x[0,1] — QX

(w,t) +— Wy,

ol w; est donnée par

2s . t+1

B . w <m) si0 S S S 5
Wi(s) = Ctrl

To si 5 <s< 1.

De la méme maniére que précédemment, comme eo (H X 1) = w(s) est continue, on
a par le Corollaire 4.7 que H est continue. Comme w;(0) = w(0) = xo et w(1) = xp,
I'image de w; est bien contenue dans QX. Enfin, on a Ho(w) = wxcg, et Hi(w) = w,
ce qui implique que m o i1 ~, 1. On montre de la méme maniére que m o iy ~, 1.

Il nous reste & montrer que m posséde un inverse.
On définit 'application qui envoie un chemin sur son inverse par

n: QX — QX
w(t) — n(w),

o nw): I — X
to— n(w)t) =w(l-1),

pour tout ¢ € [0,1]. On définit encore K : QX x [0,1] x [0,1] — X par

X0 si()gtg%,
K(w.s.t) w(2t — s) si $<t<3,
w7s7 = .
w(2-2t—s) sig<t< S
o si%gtgl.

Comme précédemment, on remarque que I’homotopie cherchée H : QX x[0,1] — QX
est en fait K*. Comme K est continue par le principe de recollement, la continuité
de H découle du Théoréme 4.6 et du Corollaire 4.7. De plus, on a K(w,0,t) =
(w*n(w))(t) et K(w,1,t) = ¢gy. De plus, puisque K(w,s,0) = zp = K(w,s,1),
I'image de H est bien dans 2X. On obtient que w * n(w) ~, ¢gz,. On montre de la
méme maniére que n(w) x w ~, ¢z,. Finalement, on constate que (2X,cy,) est un
H-groupe. O
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4.3 Suspension d’un espace topologique

Définition 4.12 (Suspension réduite)
Soit (X, xz9) un espace topologique pointé. On définit la suspension réduite de X
comme [’espace topologique quotient

NX = XXX x{0,1}) U ({zo} x ) =X X I/x v T
Le point de base * de X est la classe d’équivalence [xq,t].

Intuitivement, cet espace quotient est construit de la maniére suivante. On consi-
deére le cylindre X x I et on le quotiente d’abord par X x {0, 1}. Ceci revient a pincer
le haut et le bas du cylindre de maniére & obtenir un double céne d’extrémités xg.
Quotienter ensuite par {zo} x I identifie le point de base xy sur la hauteur du cone.

xo X I —

Zo

Figure 22: Suspension réduite de X

Proposition 4.13
(XX, %) est un co-H-groupe.

Démonstration. On ne présente pas la preuve de ce résultat car elle demande I'in-
troduction de notions catégoriques qui dépassent le cadre de ce travail. On trouve la
preuve détaillée de cette proposition dans [Rot88], Corollaire 11.13, p.331-332. [

4.4 Groupes d’homotopie supérieurs

La définition suivante constituant un élément clé de notre travail, nous avons
décidé de la donner de deux maniéres équivalentes. La premiére maniére est la plus
intuitive. En effet, en la comparant avec la Définition 2.19, on ne fait que remplacer
I par I". Néanmoins, la deuxiéme maniére est la plus courante, et nous allons uti-
liser celle-1a pour montrer les différents résultats. Pour ces définitions, nous nous en
sommes remises a [WIK10].

Définition 4.14 (Groupes d’homotopie supérieurs)

Soit (X, z9) un espace topologique pointé. Pour tout n € N, on définit le n-iéme
groupe d’homotopie m,(X,xg) comme étant 'ensemble des classes d’homotopie des
applications continues g : I — X telles que le bord de I™ est envoyé sur xg.

De maniére équivalente, puisque S™ ~ I"/OI™, on définit le n-iéme groupe d’ho-
motopie 7, (X, xg) comme étant Uensemble des classes d’homotopie des applications
continues pointées g : (S™,s0) — (X, x0), ot so dénote le point de base de la sphére
unité S™ de dimension n.

En résumé, pour tout espace topologique pointé (X, xq), on définit

(X, zo) = [S", s0; X, zo].
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Afin de montrer la commutativité des groupes d’homotopie supérieurs, nous avons
besoin de la proposition suivante.

Proposition 4.15
Pour toute paire d’espaces topologiques pointés (X, o) et (Y,yo), il existe une bijec-
tion naturelle d’ensembles d’applications continues

(F/:2(X)—>Y}S {g: X - QY)}

Remarque 4.16
Il est possible de montrer que cette bijection d’ensembles induit une bijection sur les
classes d’homotopies pointées :

(X)), Y]« 2 [X,Q(Y)]..

Remarque 4.17
On peut montrer que S™ est homéomorphe a 35" ! (voir, par exemple, le Lemme
2.27 dans [Swi75]).

Théoréme 4.18
Pour tout espace topologique pointé (X, xo), le groupe m,(X,x0) est abélien pour
n > 2.

Démonstration. Soit (X, xo) un espace topologique pointé. Pour alléger la notation,
on omet d’écrire les points de base. On a

(X, o) = [S", X]

D mgn1 X

@ [5n1 ax]
® msm2 ax],

ot on a utilisé la Remarque 4.17 pour les égalités (1) et (3) et la Remarque 4.16 pour
Pégalite (2).
De plus, on sait par la Proposition 4.10 que 2X est un H-groupe et, par la Proposition
4.13, que 5™ 2 est un co-H-groupe si n > 2. Donc, par le Théoréme 3.16, on conclut
que 7, (X, zo) est abélien pour tout n > 2.

O
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5 Conclusion

Dans ce mini-projet, nous avons vu, dans un cadre topologique, les deux exemples
principaux de H-groupe et de co-H-groupe, qui sont respectivement ’espace des lacets
QX et la suspension réduite XX, associés & un espace topologique X.

Comme cela a été mentionné auparavant, nous avons choisi de ne pas donner la
démonstration de la Proposition 4.13 dans ce travail. La raison principale en est que
suivre la preuve élégante proposée par Rotman requiert l'introduction de notions
de la théorie des catégories, qui sortent du cadre de ce travail. Le lecteur qui veut
connaitre cette démonstration peut la trouver dans [Rot88|.

Ceci nous ameéne & nous poser les questions du point de vue et de approche
adoptée dans ce projet. Cette approche topologique et homotopique n’est certaine-
ment pas I'unique maniére de traiter ce sujet. En effet, on peut remarquer que si
on associe « d’une bonne fagon »a tout espace topologique pointé (X, z¢) les espaces
pointés (X, wp) et (XX, x*), alors 'espace des lacets et la suspension réduite dé-
finissent deux foncteurs sur la catégorie des espaces topologiques pointés. Dans ce
nouveau contexte, la bijection naturelle de la Proposition 4.15 signifie exactement
que la paire de foncteurs (3, Q) est un exemple d’adjonction, concept fondamental
en théorie des catégories.

Finalement, le choix adopté ici n’est en aucun cas unique ou préférable & un autre.
Nous avons fait ce choix par intérét partagé pour la topologie. Il serait maintenant
intéressant de regarder ce méme projet avec les yeux d’un « théoricien des catégo-
ries ». Celui-ci pose d’abord le cadre totalement général de la théorie des catégories
et développe des concepts abstraits, afin de les appliquer, dans un second temps, a
ce contexte précis.
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