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4 1 INTRODUCTION

Résumé

Ce travail présente l'espace des lacets et la suspension réduite d'un espace

topologique. Pour traiter ces concepts importants de la topologie algébrique,

nous introduisons la théorie de l'homotopie ainsi que quelques structures al-

gébriques. Ces bases nous permettent de développer certains résultats, dont le

plus important est la commutativité des groupes d'homotopie supérieurs.

1 Introduction

Le but de ce mini-projet est d'apprendre à connaître, d'un point de vue homoto-
pique, les constructions fondamentales en topologie algébrique que sont l'espace de
lacets ΩX et la suspension réduite ΣX d'un espace topologique X donné.

Dans un premier temps, nous dé�nissons les notions d'homotopie (pointée) d'ap-
plications continues et de groupe fondamental π1(X, x0) d'un espace topologique
pointé (X, x0). Puis, dans un cadre plus général, nous étudions la notion de groupes
d'homotopie supérieurs πn(X, x0) pour n ≥ 2.

L'objectif est de montrer que l'ensemble πn(X, x0) est un groupe pour n ≥ 1,
et est même abélien pour n ≥ 2. Pour cela, il nous faut munir les classes d'homo-
topie de structures de groupe. Pour comprendre la manière dont ces structures se
construisent, nous allons dé�nir les notions de H-groupe et de co-H-groupe. Nous
illustrons ensuite ces concepts algébriques par leurs principaux exemples qui sont
respectivement l'espace des lacets ΩX et la suspension réduite ΣX.
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2 Homotopie et groupe fondamental

L'approche adoptée dans cette première partie est celle du cours d'Eléments
d'homotopie [Hes].

Remarque

On considère toujours I = [0, 1] et X, Y des espaces topologiques.

2.1 Homotopie

2.1.1 Dé�nitions générales

Dé�nition 2.1 (Homotopie)
Soient f, g : X → Y des applications continues. Une homotopie de f vers g est une

application continue H : X× I → Y telle que H(x, 0) = f(x) et H(x, 1) = g(x) pour

tout x ∈ X.

Figure 1: Homotopie

Figure 2: Homotopie

Les �gures 1 et 2 illustrent la notion d'homotopie d'applications continues.

On peut aussi se représenter une homotopie H : X × I → Y comme une applica-
tion continue faisant commuter le diagramme suivant :

X
f

''OOOOOOOOOOOOOOO� _

i0
��

X × I
∃H // Y,

X

g

77ooooooooooooooo� ?

i1

OO

Diagramme 3: Homotopie

où i0 : X → X × I est dé�nie par i0(x) = (x, 0) et i1 : X → X × I est dé�nie par
i1(x) = (x, 1).
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Dé�nition 2.2 (Homotopie relative)
Soit A ⊂ X un sous-espace de X et soient f, g : X → Y des applications continues

telles que f|A = g|A . Une homotopie relative à A de f vers g est une homotopie

H : X × I → Y telle que H(a, t) = f(a) = g(a) pour tout a ∈ A et pour tout t ∈ I.

De la même manière que précédemment, on peut représenter une homotopie
relative sous la forme d'un diagramme commutatif. Nous avons besoin cette fois-ci de
plusieurs diagrammes pour représenter cette notion. Le premier illustre la restriction
à A des applications f et g, ainsi que leur égalité sur le sous-espace A. Le second est
celui d'une homotopie simple et le dernier réunit les deux premiers. La compréhension
de l'homotopie relative résulte donc de la lecture du troisième diagramme ci dessous.

X
f

&&NNNNNNNNNNNNN

A
?�

OO

_�

��

f|A=g|A // Y

X

g

88ppppppppppppp

X
f

''PPPPPPPPPPPPPPP� _

i0
��

X × I
∃H // Y

X

g

77nnnnnnnnnnnnnnn� ?

i1

OO
A× I

π
����

H // Y.

A

f|A=g|A

77nnnnnnnnnnnnnnn

Diagramme 4: Homotopie relative à A ⊂ X

Ici i0 et i1 sont dé�nis de la même manière que dans le diagramme 3, et π est la
projection de A× I dans A.

2.1.2 Espaces pointés

Dé�nition 2.3 (Point de base et espace topologique pointé)
Soit x0 ∈ X. Le sous-espace {x0} est appelé le point de base de X, et le couple

(X, x0) représente alors un espace topologique pointé.

Dé�nition 2.4 (Application et homotopie pointées)
Soient (X, x0) et (Y, y0) des espaces topologiques pointés. On dit que l'application

continue f : X → Y est pointée si f(x0) = y0. Si f, g : (X, x0) → (Y, y0) sont

pointées, on appelle une homotopie H : X × I → Y de f vers g relative à x0 une

homotopie pointée (relative à x0). On a alors H(x0, t) = y0 pour tout t ∈ I.

Dé�nition 2.5 (i) Soient f, g : X → Y . On dé�nit la relation f ' g si et seule-

ment s'il existe une homotopie de f vers g.

(ii) Soient (X, x0) et (Y, y0) des espaces topologiques pointés et f, g : (X, x0) →
(Y, y0) des applications continues pointées. On dé�nit la relation f '∗ g si et

seulement s'il existe une homotopie pointée de f vers g.

Proposition 2.6 (i) La relation ' est une relation d'équivalence.

(ii) La relation '∗ est une relation d'équivalence.

Démonstration. (i) � On dé�nit l'homotopie constante H : X × I → Y par

H(x, t) = f(x),

pour tout x ∈ X et pour tout t ∈ I. La continuité de H découle de la
continuité de f . De plus, on a, en particulier, H(x, 0) = f(x) et H(x, 1) =
f(x). D'où, f ' f et ' est ré�exive.
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� Supposons f ' g. Il existe alors une homotopie H : X × I → Y telle que,
pour tout x ∈ X, H(x, 0) = f(x) et H(x, 1) = g(x). On dé�nit l'homotopie
G : X × I → Y de g vers f par

G(x, t) = H(x, 1− t)

pour tout x ∈ X et pour tout t ∈ I. La continuité de G est assurée par celle de
H. On remarque que cette application véri�e bien G(x, 0) = H(x, 1) = g(x)
et G(x, 1) = H(x, 0) = f(x). D'où, g ' f et ' est symétrique.

� Supposons f ' g et g ' h. Il existe alors deux homotopies G, H : X×I → Y
telles que, pour tout x ∈ X, G(x, 0) = f(x), G(x, 1) = g(x), H(x, 0) = g(x)
et H(x, 1) = h(x). On dé�nit l'homotopie K : X × I → Y de f vers h par

K(x, t) =
{

G(x, 2t) si 0 ≤ t ≤ 1
2

H(x, 2t− 1) si 1
2 ≤ t ≤ 1.

Puisque K(x, 1/2) = G(x, 1) = g(x) = H(x, 0) = K(x, 1/2) et que G et H
sont continues, K est bien continue. De plus, on a bien K(x, 0) = G(x, 0) =
f(x) et K(x, 1) = H(x, 1) = g(x). D'où, f ' h et ' est transitive.

Finalement, ' est bien une relation d'équivalence.

(ii) Pour montrer que '∗ est une relation d'équivalence, il su�t de procéder de la
même manière que précédemment mais avec des homotopies pointées. Il faut
donc véri�er que chaque homotopie construite en (i) reste relative à {x0}. Nous
ne montrons donc que ce dernier point. Soit y0 = f(x0).
� On a H(x, t) = f(x) pour tout x ∈ X et pour tout t ∈ I et donc, en
particulier, H(x0, t) = f(x0) = y0 pour tout t ∈ I.

� On a G(x, t) = H(x, 1 − t) pour tout x ∈ X et pour tout t ∈ I et donc, en
particulier, G(x0, t) = H(x0, 1− t) = f(x0) = y0 pour tout t ∈ I.

� De manière similaire, puisque G et H sont des homotopies pointées, K est
une homotopie pointée en {x0}. En e�et,

K(x0, t) =
{

G(x0, 2t) si 0 ≤ t ≤ 1
2

H(x0, 2t− 1) si 1
2 ≤ t ≤ 1

=
{

y0 si 0 ≤ t ≤ 1
2

y0 si 1
2 ≤ t ≤ 1

= y0 ∀t ∈ I.

Notation 2.7

Soit f une application continue. On note

(i) [f ] la classe d'équivalence de f par rapport à la relation ' ;

(ii) [f ]∗ la classe d'équivalence de f par rapport à la relation '∗.

Dé�nition 2.8 (Equivalence et inverse homotopiques) (i) On dit qu'une applica-

tion continue f : X → Y est une équivalence d'homotopie s'il existe une

application continue g : Y → X telle que g ◦ f ' IdX et f ◦ g ' IdY . Alors g
est appelée inverse homotopique de f .

(ii) Une application continue pointée f : (X, x0) → (Y, y0) est une équivalence
d'homotopie pointée s'il existe une application continue pointée g : (Y, y0) →
(X, x0) telle que g ◦ f '∗ Id(X,x0) et f ◦ g '∗ Id(Y,y0).
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Dé�nition 2.9 (i) Deux espaces topologiques X et Y ont le même type d'homoto-
pie s'il existe une équivalence d'homotopie f : X → Y . On note X ' Y .

(ii) Deux espaces topologiques pointés (X, x0) et (Y, y0) ont le même type d'homo-
topie s'il existe une équivalence d'homotopie pointée f : (X, x0) → (Y, y0). On

note (X, x0) '∗ (Y, y0).

Dé�nition 2.10 (Espace contractile)
Soit x0 ∈ X.

(i) Si X ' {x0}, l'espace topologique X est dit contractile.

(ii) Si (X, x0) '∗ ({x0}, x0), on dit que l'espace topologique pointé (X, x0) est

contractile pointé.

Un espace contractile est un espace qui a le même type d'homotopie qu'un point.
Autrement dit, on peut intuitivement se représenter un espace contractile comme un
espace ne possédant pas de � trou �.

2.2 Chemin et concaténation de chemins

Dé�nition 2.11 (Chemin)
Soit un espace topologique X. On appelle chemin dans X une application continue

λ : I → X.

Dé�nition 2.12 (Homotopie de chemins pointée)
Soient x0, x1 ∈ X. Soient λ, λ′ : I → X des chemins tels que λ(0) = x0 = λ′(0) et

λ(1) = x1 = λ′(1). Une homotopie de chemins pointée de λ vers λ′ est une homotopie

relative à {0, 1}.
Autrement dit, c'est la donnée d'une application continue H : I × I → X telle que

H(s, 0) = λ(s), H(s, 1) = λ′(s) ∀s ∈ I

et H(0, t) = x0, H(1, t) = x1 ∀t ∈ I.

Ainsi, on peut écrire

λ '∗ λ′ si et seulement si λ(0) = λ′(0), λ(1) = λ′(1) et λ '{0,1} λ′.

Figure 5: Homotopie de chemin

Dé�nition 2.13 (Concaténation)
Soient λ1, λ2 : I → X des chemins tels que λ1(1) = λ2(0). Le chemin λ1 ?λ2, obtenu

par concaténation de λ1 et λ2, est donné par

λ1 ? λ2 : I −→ X

t 7−→

{
λ1(2t) si 0 ≤ t ≤ 1/2,

λ2(2t− 1) si 1/2 ≤ t ≤ 1.



2.2 Chemin et concaténation de chemins 9

Remarque 2.14

La concaténation de deux chemins continus reste un chemin continu. En e�et, si
t = 1/2, on a λ1(1) = λ2(0) par hypothèse.

Proposition 2.15

Soient λ1, λ′1, λ2, λ′2 : I → X des chemins tels que λ1(0) = x0 = λ′1(0), λ1(1) =
λ′1(1) = x1 = λ2(0) = λ′2(0) et λ2(1) = x2 = λ′2(1). Si λ1 '∗ λ′1 et λ2 '∗ λ′2, alors
on a

λ1 ? λ2 '∗ λ′1 ? λ′2.

Démonstration. Comme λ1 '∗ λ′1, on sait qu'il existe une homotopie H : I × I → X
telle que H(s, 0) = λ1(s) et H(s, 1) = λ′1(s) pour tout s ∈ I. De même, comme
λ2 '∗ λ′2, on sait qu'il existe une homotopie K : I× I → X telle que K(s, 0) = λ2(s)
et K(s, 1) = λ′2(s) pour tout s ∈ I.
On dé�nit alors

H ? K : I × I −→ X

(s, t) 7−→

{
H(2s, t) si 0 ≤ s ≤ 1/2,

K(2s− 1, t) si 1/2 ≤ s ≤ 1.

Tout d'abord, on note que H?K est continue pour tout t ∈ I �xé par la Remarque
2.14. De plus,

(H ? K)(s, 0) =

{
H(2s, 0) = λ1(s) si 0 ≤ s ≤ 1/2,

K(2s− 1, 0) = λ2(s) si 1/2 ≤ s ≤ 1,

= (λ1 ? λ2)(s)

et

(H ? K)(s, 1) =

{
H(2s, 1) = λ′1(s) si 0 ≤ s ≤ 1/2,

K(2s− 1, 1) = λ′2(s) si 1/2 ≤ s ≤ 1,

= (λ′1 ? λ′2)(s).

En�n,

(H ? K)(0, t) = H(0, t) = λ1(0) = x0 ∀t ∈ I

et

(H ? K)(1, t) = K(1, t) = λ2(1) = x1 ∀t ∈ I.

Ainsi, H ? K est une homotopie de chemins pointée de λ1 ? λ2 vers λ′1 ? λ′2, et
donc on a λ1 ? λ2 '∗ λ′1 ? λ′2.

Proposition 2.16 (Propriétés algébriques de la concaténation)

(i) Associativité à homotopie près :

Soient λ1, λ2, λ3 : I → X des chemins tels que λ1(1) = λ2(0) et λ2(1) = λ3(0).
Alors on a

(λ1 ? λ2) ? λ3 '∗ λ1 ? (λ2 ? λ3)
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(ii) Existence de l'élément neutre à homotopie près :

Soit λ : I → X un chemin tel que λ(0) = x0 et λ(1) = x1. Si x ∈ X, on dé�nit

cx : I −→ X
t 7−→ x

le chemin constant. Alors on a

cx0 ? λ '∗ λ '∗ λ ? cx1 .

(iii) Existence d'inverse à homotopie près :

Soient λ : I → X un chemin et λ : I → X le chemin dé�ni par λ(t) = λ(1− t)
pour tout t ∈ I. Alors si x0 = λ(0) et x1 = λ(1), on a

λ ? λ '∗ cx0 et λ ? λ '∗ cx1 .

Démonstration. L'idée ici est d'expliquer les propriétés par des �gures.

(i) Considérons la �gure 6. L'arête du bas correspond à (λ1 ? λ2) ? λ3. Le chemin
λ1 est parcouru alors pendant le premier quart du temps, λ2 pendant le quart
suivant, et λ3 pendant la deuxième moitié. L'arête du haut correspond à λ1 ?
(λ2 ? λ3). Cette fois, λ1 est parcouru pendant la première moitié du temps, λ2

pendant le quart suivant, et λ3 pendant le dernier quart. On construit alors
l'homotopie en ralentissant sur λ1 et en accélérant sur λ3 de telle manière à
ce qu'on mette toujours la moitié du temps à parcourir la concaténation entre
parenthèses.

Figure 6: Homotopie de chemin

(ii) Considérons d'abord le carré de gauche de la �gure 7. Elle représente cx0 ?λ '∗
λ. L'arête du bas correspond donc à cx0 ? λ, où chaque chemin est parcouru
durant la moitié du temps et va être envoyé par l'homotopie vers l'arête du haut
qui correspond à λ. Ainsi, tous les points du triangle plus foncé sont envoyés
sur x0 et, au temps t = 1, on parcourt λ deux fois plus lentement qu'au temps
t = 0.
Le carré de droite de la �gure 7 représente λ ? cx0 . L'homotopie fait cette fois
ralentir le parcours de λ, qui ne prend que la moitié du temps.

(iii) On pose
H : I × I −→ X

(s, t) 7−→ (λt ? λt)(s)

où
λt : I −→ X

s 7−→ λ(ts)
et

λt : I −→ X
s 7−→ λ((1− s)t).
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Figure 7: Inverse

Alors H est continue par la Remarque 2.14, car λt et λt sont des chemins
continus. De plus,

H(s, 0) = (λ0 ? λ0)(s) = cx0(s),

car λ0 = cx0 = λ0 et donc λ0 ? λ0 = cx0 , et

H(s, 1) = (λ1 ? λ1)(s) = (λ ? λ)(s),

car λ1 = λ et λ1 = λ. En�n,

H(0, t) = (λt ? λt)(0) = λt(0) = λ(0) = x0

et
H(1, t) = (λt ? λt)(1) = λt(1) = λ(0) = x0.

Ainsi, H est une homotopie de chemins de cx0 vers λ ? λ, et donc λ ? λ '∗ cx0 .
On fait de même pour montrer que λ ? λ '∗ cx1 .

On peut également montrer ces propriétés par des calculs formels, comme on l'a
vu en cours de Topologie [Buf09]. Pour cela, on a besoin du lemme suivant.

Lemme 2.17

Si λ : I → X est un chemin et r : I → I une fonction continue telle que r(0) = 0 et

r(1) = 1, alors
λ '∗ λ ◦ r.

Démonstration. Posons

H : I × I −→ X
(s, t) 7−→ λ((1− t)s + tr(s)).

Notons que H est bien dé�nie car (1− t)s + tr(s) ∈ [0, 1] et qu'elle est continue par
composition de fonctions continues. De plus,

H(s, 0) = λ(s), H(s, 1) = λ(r(s)), ∀s ∈ [0, 1]

et

H(0, t) = λ(tr(0)) = λ(0), H(1, t) = λ(1− t + tr(1)) = λ(1) ∀t ∈ [0, 1],

car r(0) = 0 et r(1) = 1.
Ainsi, H dé�nit bien une homotopie de λ vers λ ◦ r.
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Montrons à présent les propriétés de la Proposition 2.16 par des calculs formels.

Démonstration formelle de la Proposition 2.16.

(i) On pose

((λ1 ? λ2) ? λ3)(s) =


λ1(4s) si 0 ≤ s ≤ 1/4,

λ2(4s− 1) si 1/4 ≤ s ≤ 1/2,

λ3(2s− 1) si 1/2 ≤ s ≤ 1,

et

(λ1 ? (λ2 ? λ3))(s) =


λ1(2s) si 0 ≤ s ≤ 1/2,

λ2(4s− 2) si 1/2 ≤ s ≤ 3/4,

λ3(4s− 3) si 3/4 ≤ s ≤ 1.

On remarque alors que si

r(s) =


2s si 0 ≤ s ≤ 1/4,

s + 1/4 si 1/4 ≤ s ≤ 1/2,

1/2(s + 1) si 1/2 ≤ s ≤ 1,

alors on a bien r(0) = 0, r(1) = 1 et Im(r) ⊆ I. De plus, on a (λ1 ? λ2) ? λ3 =
λ1 ? (λ2 ? λ3) ◦ r, et donc par le Lemme 2.17

λ1 ? (λ2 ? λ3) '∗ λ1 ? (λ2 ? λ3) ◦ r = (λ1 ? λ2) ? λ3

(ii) Montrons que λ '∗ λ ? cx1 . L'équivalence cx0 ? λ '∗ λ se montre de la même
manière.
On pose

(λ ? cx1)(s) =

{
λ(2s) si 0 ≤ s ≤ 1/2,

x1 = λ(1) si 1/2 ≤ s ≤ 1,

et

r(s) =

{
2s si 0 ≤ s ≤ 1/2,

1 si 1/2 ≤ s ≤ 1.

Alors on a bien r(0) = 0, r(1) = 1, Im(r) ⊆ I, et on remarque que λ?cx1 = λ◦r,
et donc, par le Lemme 2.17, λ '∗ λ ◦ r = λ ? cx1 .

(iii) Montrons que λ ? λ '∗ cx0 . L'équivalence λ ? λ '∗ cx1 se montre de la même
manière. On a

λ ? λ =

{
λ(2s) si 0 ≤ s ≤ 1/2,

λ(2− 2s) si 1/2 ≤ s ≤ 1.

Alors si on pose

H(s, t) =

{
λ(2st) si 0 ≤ s ≤ 1/2,

λ(2t− 2st) si 1/2 ≤ s ≤ 1,

on a
H(s, 0) = λ(0) = x0 = cx0(s), H(s, 1) = (λ ? λ)(s), ∀s ∈ I

et
H(0, t) = λ(0) = x0, H(1, t) = λ(0) = x0, ∀t ∈ I.

Ainsi, on a bien une homotopie de cx0 vers λ ? λ.



2.3 Groupe fondamental 13

2.3 Groupe fondamental

Terminologie 2.18

On appelle lacet basé en x0 un chemin λ : I → X tel que λ(0) = x0 = λ(1).

Dé�nition 2.19 (Groupe fondamental)
Soit (X, x0) un espace topologique pointé. Le groupe fondamental de (X, x0) est dé�ni
par

π1(X, x0) := {[λ]∗ | λ : I → X est un lacet basé en x0} .

Proposition 2.20

L'opération binaire

· : π1(X, x0)× π1(X, x0) −→ π1(X, x0)
([λ]∗ , [λ′]∗) 7−→ [λ]∗ · [λ′]∗ := [λ ? λ′]∗

est bien dé�nie et munit π1(X, x0) d'une structure de groupe.

Démonstration. � Montrons que l'application binaire · est bien dé�nie. Soient
f ′ ∈ [f ]∗ et g′ ∈ [g]∗, on a alors f ′ '∗ f et g′ '∗ g et, par la Proposition 2.15,
f ?g '∗ f ′ ?g′. Autrement dit, [f ?g]∗ = [f ′ ?g′]∗ et donc [f ]∗ · [g]∗ = [f ′]∗ · [g′]∗,
ce qui implique que · est bien dé�nie.

� Montrons que (π1(X, x0), · ) est un groupe. On commence par véri�er l'asso-
ciativité de la loi de groupe. Soient [f ]∗, [g]∗, et [h]∗ ∈ π1(X, x0). On a alors

([f ]∗ · [g]∗) · [h]∗ = [f ? g]∗ · [h]∗
= [(f ? g) ? h]∗
= [f ? (g ? h)]∗
= [f ]∗ · [g ? h]∗
= [f ]∗ · ([g]∗ · [h]∗),

où la troisième égalité suit de la Proposition 2.16. Par conséquent, l'associati-
vité est véri�ée.

� Soit cx0 le lacet constant en x0. Véri�ons que [cx0 ]∗ est l'élément neutre pour
la loi de groupe. On a

[f ]∗ · [cx0 ]∗ = [f ? cx0 ]∗ = [f ]∗, ∀[f ]∗ ∈ π1(X, x0),

où la dernière égalité suit de la Proposition 2.16. On montre de la même manière
que [cxo ]∗ · [f ]∗ = [f ]∗ et donc [cx0 ]∗ est bien l'élément neutre.

� Montrons �nalement que
[
f̄
]
∗, où f̄ est dé�nie comme dans la Proposition

2.16, est l'inverse de [f ]∗ par rapport à la loi de groupe. On a

[f ]∗ ·
[
f̄
]
∗ =

[
f ? f̄

]
∗ = [cx0 ]∗ =

[
f̄
]
∗ · [f ]∗, ∀[f ]∗ ∈ π1(X, x0),

où la seconde égalité suit de la Proposition 2.16. Ainsi,
[
f̄
]
∗ est bien l'inverse

de [f ]∗.
Finalement, nous avons montré que π1(X, x0) possède une structure de groupe.

Remarque 2.21

On a construit une application

π1 : {espaces topologiques pointés} → {groupes} .



14 2 HOMOTOPIE ET GROUPE FONDAMENTAL

On peut donc, via cette application, associer un groupe à tout espace topologique
pointé.

Le but est maintenant de montrer que le groupe fondamental est un invariant
homotopique, c'est-à-dire que les groupes fondamentaux de deux espaces pointés qui
ont le même type d'homotopie sont isomorphes. Pour cela, nous avons besoin des
deux propositions suivantes :

Proposition 2.22

Soit p : (X, x0) → (Y, y0) une application continue pointée. L'application

π1p : π1(X, x0) −→ π1(Y, y0)
[f ]∗ 7−→ [p ◦ f ]∗

est un homomorphisme de groupes bien dé�ni.

Démonstration. � Montrons que π1p est bien dé�nie. Soit g ∈ [f ]∗, il existe
donc une homotopie pointée H : I × I → X de f vers g. On remarque que
l'application

p ◦H : I × I → Y

est également une homotopie pointée. En e�et, p ◦ H est continue comme
composition d'applications continues. De plus, on a (p ◦ H)(x, 0) = p(f(x))
et (p ◦ H)(x, 1) = p(g(x)). On sait aussi que H(0, t) = H(1, t) = x0, ce qui
implique que (p ◦ H)(0, t) = p(g(x0)) = y0 et (p ◦ H)(1, t) = p(g(x0)) = y0.
Donc, p ◦H est une homotopie pointée et par conséquent, [p ◦ f ]∗ = [p ◦ g]∗.
Ainsi, π1p est bien dé�nie.

� Nous allons montrer que π1p est bien un homomorphisme de groupes. Soient
[f ]∗, [g]∗ ∈ π1(X, x0). Alors, on a

π1p ([f ]∗ · [g]∗) = πp ([f ? g]∗)
= [p ◦ (f ? g)]∗
(1)
= [(p ◦ f) ? (p ◦ g)]∗
= [p ◦ f ]∗ · [p ◦ g]∗
= π1p ([f ]∗) · π1p ([g]∗) .

L'égalité (1) découle de la dé�nition et de la continuité de la concaténation des
chemins. De plus, on remarque que

π1p ([cx0 ]∗) = [p ◦ cx0 ]∗ = [cy0 ]∗,

ce qui implique que π1p est un homomorphisme de groupes.

Proposition 2.23 (Propriétés de π1)

(i) Soit (X, x0) un espace pointé, alors

π1(Id(X,x0)) = Idπ1(X,x0) .

(ii) Soient p : (X, x0) → (Y, y0) et q : (Y, y0) → (Z, z0) des applications continues

pointées, alors

π1(q ◦ p) = π1q ◦ π1p.
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(iii) Soient p, p′ : (X, x0) → (Y, y0) des applications continues pointées telles que

p '∗ p′, alors
π1p = π1p

′.

Démonstration. (i) Soit [f ]∗ ∈ π1(X, x0). On a alors

π1(Id(X,x0)) ([f ]∗) = [IdX ◦f ]∗ = [f ]∗,

et donc π1(Id(X,x0)) = Idπ1(X,x0) .

(ii) Soient [f ]∗ ∈ π1(X, x0) et p : (X, x0) → (Y, y0), q : (Y, y0) → (Z, z0). On a alors

π1(q ◦ p) ([f ]∗) = [(q ◦ p) ◦ f ]∗
= [q ◦ (p ◦ f)]∗
=π1q ([p ◦ f ]∗)
=π1q (π1p ([f ]∗))
=(π1q ◦ π1p) ([f ]∗) ,

et donc π1(q ◦ p) = π1q ◦ π1p.

(iii) Soient p, p′ : (X, x0) → (Y, y0) telles que p '∗ p′ et soit [f ]∗ ∈ π1(X, x0), alors

π1p ([f ]∗) = [p ◦ f ]∗ = [p′ ◦ f ]∗ = π1p
′ ([f ]∗)

et donc π1p = π1p
′.

Remarque 2.24

Les propriétés (i) et (ii) de la proposition ci-dessus codi�ent ce que l'on appelle la
fonctorialité de π1.

Nous sommes maintenant en mesure de montrer que le groupe fondamental est
un invariant homotopique :

Théorème 2.25

Le groupe fondamental est un invariant d'homotopie pointée, autrement dit, pour

tous espaces topologiques pointés (X, x0) et (Y, y0), on a

(X, x0) '∗ (Y, y0) ⇒ π1(X, x0) ∼= π1(Y, y0).

Démonstration. Supposons que (X, x0) '∗ (Y, y0). Alors il existe p : (X, x0) →
(Y, y0) et q : (Y, y0) → (X, x0) des applications continues pointées telles que q ◦ p '∗
Id(X,x0) et p ◦ q '∗ Id(Y,y0). On a alors

π1q ◦ π1p
(1)
= π1(q ◦ p)

(2)
= π1 Id(X,x0)

(3)
= Idπ1(X,x0),

où les égalités (1), (2) et (3) découlent respectivement de la Propposition 2.23 (ii),
(iii) et (i). On obtient de manière similaire π1p ◦ π1q = Id(Y,y0). Ainsi, π1q et π1p
sont des isomorphismes inverses l'un de l'autre et �nalement π1(X, x0) ∼= π1(Y, y0).
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3 H-espace et co-H-espace

Pour cette partie, nous suivons premièrement l'approche de Switzer [Swi75]. Puis,
pour la section 3.3, nous adoptons conjointement les méthodes de ce dernier et de
Selick [Sel97].

Remarque

Dans cette partie, pour tout espace pointé (X, x0), on note Id(X,x0) = IdX et on
dé�nit la fonction constante

cx0 : X −→ X
x 7−→ x0

.

De plus, pour alléger la notation, on note les classes d'homotopie pointée [−] au lieu
de [−]∗.

3.1 H-espace

Dé�nition 3.1 (H-espace)
Soit x0 ∈ X. Un H-espace est un espace topologique pointé (X, x0) muni d'une

application de multiplication continue m : X ×X → X telle que m ◦ i1 '∗ IdX '∗
m ◦ i2, où

i1 : X −→ X ×X
x 7−→ (x, x0)

et
i2 : X −→ X ×X

x 7−→ (x0, x).
Cette dé�nition revient à dire que le diagramme suivant commute à homotopie près :

X

IdX ##GGGGGGGGG
i1 // X ×X

m

��

X

IdX{{wwwwwwwww
i2oo

X.

Diagramme 8: Multiplication

Dans ce diagramme, on a i1 = (IdX , x0) et i2 = (x0, IdX).

Dé�nition 3.2 (Propriétés d'un H-espace)

(i) Associativité

Un H-espace (H,h0) est dit associatif à homotopie près si

m ◦ (m× IdH) '∗ m ◦ (IdH ×m),

c'est-à-dire si le diagramme suivant commute à homotopie près :

H ×H ×H
m×IdH //

IdH ×m
��

H ×H

m

��
H ×H

m // H.

Diagramme 9: Associativité de la multiplication
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(ii) Inverse

Pour un H-espace (H,h0), une application continue c : H → H est un inverse
homotopique si

m ◦ (c, IdH) '∗ ch0 '∗ m ◦ (IdH , c),

c'est-à-dire si le diagramme suivant commute à homotopie près :

H

ch0 &&MMMMMMMMMMMMM
(c,IdH) // H ×H

m
��

H

ch0xxqqqqqqqqqqqqq
(IdH ,c)oo

H,

Diagramme 10: Inverse homotopique
où

(c, IdH)(h) = (c(h), h) et (IdH , c)(h) = (h, c(h)), ∀h ∈ H.

(iii) Commutativité

Un H-espace est dit commutatif à homotopie près si

m ◦ T '∗ m,

où
T : H ×H −→ H ×H

(x, y) 7−→ (y, x),

c'est-à-dire si le diagramme suivant commute à homotopie près :

H ×H

m
$$HH

HH
HH

HH
H

T // H ×H

m
zzvvv

vv
vv

vv

X.

Diagramme 11: Commutativité de la multiplication

Dé�nition 3.3 (H-groupe)
Un H-groupe est un H-espace, muni d'une loi de multiplication continue et associative

à homotopie près, ainsi que d'un inverse homotopique.

Dé�nition 3.4 (H-application)
Soient (X, x0), (Y, y0) des H-espaces. Une H-application est une application continue

pointée f : X → Y qui véri�e mY ◦ (f × f) '∗ f ◦mX .

En d'autres mots, on peut également voir une H-application comme une applica-
tion continue pointée de X vers Y qui fait commuter, à homotopie près, le diagramme
ci-dessous.

X ×X
f×f //

mX

��

Y × Y

mY

��
X

f
// Y.

Diagramme 12: H-application
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Notation 3.5

Si (X, x0) et (Y, y0) sont des espaces pointés, alors on note [X, x0;Y, y0] l'ensemble
des classes d'équivalence des applications pointées de (X, x0) vers (Y, y0) sous la
relation '∗.

Dé�nition 3.6 (Application diagonale)
L'application diagonale est l'application dé�nie, pour tout x ∈ X, par

∆ : X −→ X ×X
x 7−→ (x, x).

Proposition 3.7

Soit (K, k0) un H-groupe muni d'une multiplication m et d'un inverse homotopique

c. Alors pour tout espace topologique pointé (X, x0), on peut munir [X, x0;K, k0]
d'une structure de groupe, en dé�nissant le produit par la classe d'homotopie de la

composition

X
∆ // X ×X

f×g // K ×K
m // K,

autrement dit,

[f ] · [g] := [m ◦ (f × g) ◦∆],

pour tous f, g : (X, x0) → (K, k0) continues. L'identité du groupe est donnée par la

classe de l'application constante [ck0 ] et l'inverse est donnée par [f ]−1 := [c ◦ f ].
Si m est commutative, alors [X, x0;K, k0] est un groupe commutatif.

De plus, toute application continue f : (X, x0) → (Y, y0) induit un homomorphisme

de groupes

f∗ : [Y, y0;K, k0] −→ [(X, x0); (K, k0)]
[g] 7−→ [g ◦ f ],

pour tout g : (Y, y0) → (K, k0).

Démonstration. Montrons tout d'abord que le produit est bien dé�ni. Soient f ′ ∈ [f ]
et g′ ∈ [g]. Alors il existe une homotopie H : X × I → K entre f ′ et f et il existe
une homotopie G : X × I → K entre g′ et g. On dé�nit l'application

M : X × I −→ K
(x, t) 7−→ m ◦ (H(x, t), G(x, t)),

qui est continue par composition d'applications continues.
Alors on a pour tout x ∈ X

M(x, 0) = m ◦ (H(x, 0), G(x, 0)) = m ◦ (f, g) = m ◦ (f × g) ◦∆

et

M(x, 1) = m ◦ (H(x, 1), G(x, 1)) = m ◦ (f ′, g′) = m ◦ (f ′ × g′) ◦∆.

L'application M dé�nit donc une homotopie de [f ] · [g] vers [f ′] · [g′].
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Montrons l'associativité du produit dé�ni sur [X, x0;K, k0] :

[f ] · ([g] · [h]) = [m ◦ (f × ([g] · [h])) ◦∆]
= [m ◦ (f × (m ◦ (g · h) ◦∆)) ◦∆]
= [m ◦ (IdX ×m) ◦ (f × (g × h)) ◦ (IdX ×∆) ◦∆]
(1)
= [m ◦ (m× IdX) ◦ ((f × g)× h) ◦ (∆× IdX) ◦∆]
= [m ◦ ((m ◦ (f × g) ◦∆)× h) ◦∆]
= ([f ] · [g]) · [h],

où on a utilisé la propriété (i) de la Dé�nition 3.2 pour l'égalité (1).
Montrons ensuite que l'identité du produit est bien dé�nie :

[ck0 ] · [f ] = [m ◦ (ck0 × f) ◦∆]
= [m ◦ (ck0 , IdK) ◦ f ]
= [IdK ◦f ]
= [f ],

où on a utilisé que le carré du Diagramme 13 commute strictement et que le triangle
commute à homotopie près. Ceci découle de la Dé�nition 3.1.

X
∆ //

f

��

X ×X

ck0
×f

��
K

(k0,IdK) //

IdK &&NNNNNNNNNNNNN K ×K

m

��
K.

Diagramme 13: Identité du produit

De même, on peut montrer que [f ] · [ck0 ] = [f ].
En�n, montrons que l'inverse du produit est bien dé�ni.

[f ]−1 · [f ] = [c ◦ f ] · [f ]
= [m ◦ (c ◦ f × f) ◦∆]
= [m ◦ (IdK , c) ◦ f ]
(2)
= [ck0 ◦ f ]
= [ck0 ],

où on a utilisé la propriété (ii) de la Dé�nition 3.2 pour l'égalité (2).
Autrement dit, on a utilisé que dans le diagramme suivant le carré commute stricte-
ment et le triangle commute à homotopie près, par la Dé�nition 3.2 :
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X
∆ //

f

��

X ×X

(c◦f)×f
��

K
(IdK ,c) //

ck0 &&NNNNNNNNNNNNN K ×K

m

��
K.

Diagramme 14: Inverse du produit

On montre de même que [f ] · [f ]−1 '∗ ck0 . Ainsi, on a bien dé�ni une structure
de groupe sur [X, x0;K, k0].
Supposons maintenant que m est commutative. Alors on a

[f ] · [g] = [m ◦ (f × g) ◦∆]
= [m ◦ (f, g)]
(3)
= [m ◦ (g, f)]
= [m ◦ (g × f) ◦∆]
= [g] · [f ],

où on a utilisé la propriété (iii) de la Dé�nition 3.2 pour l'égalité (3). Le produit sur
[X, x0;K, k0] est donc aussi commutatif.
Soit f : (X, x0) → (Y, y0). Montrons que l'application f∗ est bien dé�nie et est un
homomorphisme de groupe.
Soit g′ ∈ [g]. Alors il existe une homotopie H : Y × I → K entre g et g′. On pose

H ′ : X × I −→ K
(s, t) 7−→ H(f(s), t).

Alors H ′ est une application continue par composition d'applications continues. De
plus, pour tout s ∈ I,

H ′(s, 0) = H(f(s), 0) = g(f(s))

et
H ′(s, 1) = H(f(s), 1) = g′(f(s)).

Ainsi, H ′ dé�nit une homotopie de g ◦ f vers g′ ◦ f et donc f∗ est bien dé�nie sur
les classes d'homotopie.
Montrons maintenant que f∗([g]·[h]) = f∗([g])·f∗([h]) pour tous [g], [h] ∈ [Y, y0;K, k0].

f∗([g]) · f∗([h]) = [g ◦ f ] · [h ◦ f ]
= [m ◦ ((g ◦ f)× (h ◦ f)) ◦∆]
(4)
= [m ◦ (g × h), (f × f) ◦∆]
(5)
= [m ◦ (g × h) ◦∆ ◦ f ]
= f∗([m ◦ (g × h) ◦∆])
= f∗([g] · [h]),

où l'égalité (4) vient du fait que le triangle du diagramme ci-dessous commute et
l'égalité (5) découle de la commutativité stricte du carré :
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X

f

��

∆ // X ×X

f×f
��

(g◦f)×(h◦f)// K ×K
m // K.

Y
∆

// Y × Y

g×h

66nnnnnnnnnnnn

Diagramme 15: Homomorphisme f∗

Ainsi, f∗ est bien un homomorphisme de groupes.

3.2 Co-H-espace

Notation 3.8

Soient (X, x0), (Y, y0) des espaces topologiques pointés. On dé�nit le wedge de X et
Y comme l'espace pointé

(X ∨ Y, ∗) :=
(
(X, x0) t (Y, y0)

)
/x0 ∼ y0

= X × {y0} ∪ {x0} × Y,

où le point de base ∗ est donné par la classe de x0 ∼ y0.

Dé�nition 3.9 (Co-H-espace)
Soit x0 ∈ X. Un co-H-espace est un espace topologique pointé (X, x0) muni d'une

application continue de comultiplication m′ : X → X ∨X telle que i′1 ◦m′ '∗ IdX '∗
i′2 ◦m′, où

i′1 : X ∨X −→ X
(x, x0) 7−→ x

,

c'est-à-dire, le premier sommand de X ∨X est envoyé sur x par i′1 et

i′2 : X ∨X −→ X
(x0, x) 7−→ x

,

c'est-à-dire, le deuxième sommand de X ∨X est envoyé sur x par i′2. Autrement dit,

le diagramme suivant commute à homotopie près :

X X ∨X
i′1oo

i′2 // X

X.

IdX

ccGGGGGGGGG
m′

OO

IdX

;;wwwwwwwww

Diagramme 16: Comultiplication

Dé�nition 3.10 (Propriétés d'un co-H-espace)

(i) Associativité

Un co-H-espace (H,h0) est dit associatif à homotopie près si

(m′ ∨ IdH) ◦m′ '∗ (IdH ∨m′) ◦m′,

c'est-à-dire si le diagramme suivant commute à homotopie près :
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H
m′

//

m′

��

H ∨H

m′∨IdH

��
H ∨H

IdH ∨m′
// H ∨H ∨H.

Diagramme 17: Associativité de la comultiplication

(ii) Inverse

Pour un co-H-espace (H,h0), une application continue c′ : H → H est un

inverse homotopique si

(c′, IdH) ◦m′ '∗ ch0 '∗ (IdH , c′) ◦m′,

c'est-à-dire si le diagramme suivant commute à homotopie près :

H H ∨H
(IdH ,c′)oo (c′,IdH) // H

H.

ch0

ffNNNNNNNNNNNN ch0

88pppppppppppp
m′

OO

Diagramme 18: Inverse homotopique

(iii) Commutativité

Un co-H-espace est dit commutatif à homotopie près si

T ′ ◦m′ '∗ m′,

où
T ′ : H ∨H −→ H ∨H

(x, y) 7−→ (y, x)
,

c'est-à-dire si le diagramme suivant commute à homotopie près :

H ∨H
T ′

// H ∨H

H.
m′

ddHHHHHHHHH m′

::vvvvvvvvv

Diagramme 19: Commutativité de la comultiplication

Dé�nition 3.11 (Co-H-groupe)
Un co-H-groupe est un co-H-espace, associatif à homotopie près et muni d'un inverse

homotopique.

Remarque 3.12

La notion de co-H-application se dé�nit de manière duale à celle de H-application,
voir Dé�nition 3.4.

Dé�nition 3.13

On dé�nit l'application pliage par

∆′ : X ∨X −→ X{
(x, x0)
(x0, x)

7−→ x
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Proposition 3.14

Soit (K, k0) un co-H-groupe muni de la comultiplication m′ et de l'inverse homoto-

pique c′. On peut alors munir [(K, k0); (X, x0)] d'une structure de groupe, pour tout

espace topologique pointé (X, x0), en dé�nissant le produit par la classe d'homotopie

de la composition

K
m′

// K ∨K
f∨g // X ∨X

∆′
// X

autrement dit,

[f ] · [g] :=
[
∆′ ◦ (f ∨ g) ◦m′] ,

pour tous f, g : (K, k0) → (X, x0) continues. L'identité du groupe est donnée par la

classe de l'application constante [ck0 ] et l'inverse est donnée par [f ]−1 = [f ◦ c′].
Si m′ est commutative, alors [K, k0;X, x0] est un groupe commutatif.

De plus, toute application continue f : (X, x0) → (Y, y0) induit un homomorphisme

f∗ : [K, k0;X, x0] −→ [(K, k0); (Y, y0)]
[g] 7−→ [g ◦ f ],

pour tout g : (K, k0) → (X, x0).

Démonstration. En remarquant que la dé�nition d'un co-H-espace est duale à celle
d'un H-espace, en remplaçant H×H par H ∨H et en inversant le sens des �èches, la
preuve de cette proposition se fait de manière duale à celle de la Proposition 3.7.

3.3 Egalité des opérations de multiplication et de comultiplication

Le but de cette section est de montrer que, sous certaines conditions, l'opération
de mutliplication et l'opération de comultiplication sur les classes d'homotopie coïn-
cident. On va également montrer que, dans ce cas, la structure de groupe résultante
sur les classes d'homotopie est commutative. Pour montrer cela, nous avons besoin
de la proposition ci-après. Remarquons que cette proposition se fait dans un cadre
ensembliste totalement général.

Proposition 3.15

Soit X un ensemble avec deux lois de multiplication ◦ et ∗. Si les propriétés suivantes
sont satisfaites

(i) l'ensemble X possède un élément neutre e tel que, pour tout x ∈ X,

x ◦ e = x ∗ e = e ∗ x = e ◦ x;

(ii) pour tous x, x′, y, y′ ∈ X, on a

(x ◦ x′) ∗ (y ◦ y′) = (x ∗ y) ◦ (x′ ∗ y′),

alors ◦ et ∗ coïncident. De plus, les deux lois sont commutatives et associatives.

Démonstration. Soient x, y, z ∈ X. On obtient pour commencer que

x ◦ y = (x ∗ e) ◦ (e ∗ y) = (x ◦ e) ∗ (e ◦ y) = x ∗ y,
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et donc que ∗ et ◦ coïncident. On déduit que

x ◦ y = (e ∗ x) ◦ (y ∗ e) = y ∗ x = y ◦ x,

ce qui signi�e que ∗ et ◦ sont commutatives. En�n, on a

x ◦ (y ◦ z) = (x ∗ e) ◦ (y ∗ z) = (x ◦ y) ∗ (e ◦ z) = (x ◦ y) ◦ z,

ce qui implique que ∗ et ◦ sont associatives.

Théorème 3.16

Soient (X, x0) un co-H-groupe et (Y, y0) un H-groupe. Alors l'opération de groupe sur

[X, x0;Y, y0], induite par la co-H-structure de (X, x0), coïncide avec l'opération de

groupe induite par la H-structure de (Y, y0).
De plus, la structure de groupe résultante sur [X, x0;Y, y0] est commutative.

Idée de la démonstration. Pour montrer que les opérations de multiplication et de
comultiplication coïncident sur les classes d'homotopie, il su�t de montrer qu'elles
satisfont les propriétés (i) et (ii) de la Proposition 3.15. Par les Propositions 3.7 et
3.14, on a que la classe [cy0 ] de l'application constante est l'élément neutre, pour la
multiplication et la comultiplication, c'est-à-dire qu'elle satisfait (i) de la Proposition
3.15. Notons par ◦ l'opération de comultiplication de Y et par ∗ l'opération de
multiplication de X. Il nous reste à montrer que, pour tous f, f ′, g, g′ : (X, x0) →
(Y, y0),

(f ◦ f ′) ∗ (g ◦ g′) = (f ∗ g) ◦ (f ′ ∗ g′).

La démonstration consiste à montrer que le Diagramme 20 commute à homotopie
près. On remarque que le membre de gauche de l'égalité ci-dessus correspond à la
composée supérieure du diagramme et le membre de droite à la composée inférieure.
On montre séparemment que les parties (1) à (6) commutent à homotopie près, ce
qui implique la commutativité du diagramme complet.

X ×X

(1)

m′×m′
// (X ∨X)× (X ∨X)

(2)

(f∨f ′)×
(g∨g′) // (Y ∨ Y )× (Y ∨ Y ) ∆′×∆′

//

(3)

Y × Y

m

��

∆(X) //

(4)

� ?

OO

(X × x0 ×X × x0)
∪ (x0 ×X × x0 ×X)

(5)

//

� ?

OO

1×T×1

��

Y × y0 × Y × y0
∪ y0 × Y × y0 × Y

(6)

77pppppppppppp� ?

OO

1×T×1

��

X

∆

OO

m′

��

Y

X ∨X
∆∨∆

// (X ×X) ∨ (X ×X)
(f×f ′)∨
(g×g′)

// (Y × Y ) ∨ (Y × Y )
m∨m

// Y ∨ Y

∆′

OO

Diagramme 20: Egalité des opérations de multiplication et de comultiplication
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4 Applications des notions étudiées

Dans cette partie, nous allons voir les exemples principaux de H-espace et de co-
H-espace, qui sont l'espace des lacets et la suspension réduite d'un espace topologique
pointé. Pour les dé�nitions de ces espaces importants, nous nous sommes inspirées à
la fois de [Swi75] et de [Die08].

Nous introduisons ensuite la notion de groupes supérieurs d'homotopie πn(X, x0)
et, par les résultats vus précedemment, nous allons montrer que ces groupes sont
abéliens pour n ≥ 2.

La preuve de ce résultat �nal repose sur le fait que l'espace des lacets et la
suspension d'un espace topologique sont, respectivement, un H-groupe et un co-H-
groupe. Néanmoins, cette véri�cation n'est pas triviale et requiert quelques prérequis
topologiques que nous introduisons ici. Pour ce faire, nous suivons la démarche de
[Rot88].

4.1 Prérequis topologiques

Dé�nition 4.1 (Espace de Hausdor�)
Un espace de Hausdor� X est un espace topologique tel que, pour tous a, b ∈ X, il

existe des ouverts U , V ∈ X tels que a ∈ U , b ∈ V et U ∩ V = ∅.

Dé�nition 4.2 (Topologie compact-ouvert)
Soient X, Y des espaces topologiques et XY l'ensemble des fonctions continues de Y
dans X. La topologie compact-ouvert sur XY est la topologie qui admet la sous-base

constituée de tous les sous-ensembles (K;U), où K est un compact de Y et U est un

ouvert de X. On a donc

(K;U) = {f ∈ XY : f(K) ⊂ U}.

Notation 4.3

Soient X, Y et Z des ensembles et soit F : Z×Y → X une fonction à deux variables.
Pour un z ∈ Z �xé, on note Fz : Y → X la fonction dé�nie par Fz(y) = F (z, y). En
notant Hom(Y, X) l'ensemble des fonctions de Y dans X, on peut dé�nir la fonction

F ] : Z −→ Hom(Y, X)
z 7−→ Fz

, ∀z ∈ Z.

Dé�nition 4.4 (Fonction associée)
Soit la fonction F : Z × Y → X. On dé�nit l'associée de F par la fonction F ]

ci-dessus.

Dé�nition 4.5 (Application d'évaluation)
Soient X et Y des ensembles. On dé�nit l'application d'évaluation par

e : Hom(Y, X)× Y −→ X
(f, y) 7−→ f(y),

pour tout y ∈ Y et pour tout f ∈ Hom(Y, X).

Théorème 4.6

Soient X et Z des espaces topologiques et soit Y un espace de Hausdor� localement

compact. En munissant XY de la topologie compact-ouvert, on a les résultats sui-

vants :
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(i) L'application d'évaluation e : XY × Y → X est continue ;

(ii) Une fonction F : Z × Y → X est continue si et seulement si son associée

F ] : Z → XY est continue.

Démonstration. Nous admettons ici ce résultat. Le lecteur peut trouver les détails
de cette preuve dans [Rot88], Théorème 11.1, p.313.

Corollaire 4.7

Soient des espaces X et Z et soit Y un espace localement Hausdor�. Une fonction

g : Z → XY est continue si et seulement si la composition e ◦ (g × 1) est continue.

Démonstration. Si l'on nomme F la composition e ◦ (g × 1), alors on remarque que
g est l'associée de F . Par le théorème précédent, g = F ] est continue si et seulement
si F est continue. Ainsi, e ◦ (g× 1) est continue si et seulement si g est continue.

Ce corollaire revient à dire que le diagramme suivant d'applications continues
commute :

Z × Y
F ]×1 //

F
((PPPPPPPPPPPPPP XY × Y

e

��
X.

Diagramme 21: Corollaire 4.7

4.2 Espace des lacets

Dé�nition 4.8 (Espace des lacets)
L'espace des lacets ΩX d'un espace topologique pointé (X, x0) est un sous-ensemble

des chemins de X dé�ni par

ΩX = {w : [0, 1] → X | w(0) = w(1) = x0}.

Autrement dit, ΩX est l'ensemble des lacets basés en x0.

Remarque 4.9

On peut munir ΩX d'un point de base cx0 , donné par le lacet constant en x0.

Proposition 4.10

(ΩX, cx0) est un H-groupe.

Remarque 4.11

Pour faire la preuve, nous avons besoin du principe de recollement :
Soient E,E′, F, F ′ des espaces topologiques tels que E ∩ E′ = ∅ et F ∩ F ′ = ∅ et
soient deux applications f : E → F et g : E′ → F ′. On dé�nit

h : E ∪ E′ −→ F ∪ F ′

x 7−→

{
f(x) si x ∈ E,

g(x) si x ∈ E′.

Alors h est continue si et seulement si f et h sont continue et f(1/2) = g(1/2).
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Démonstration de la Proposition 4.10. On va utiliser la notation IdΩX = 1. On mu-
nit (ΩX, cx0) de l'opération de mutliplication m donnée par

m : ΩX × ΩX −→ ΩX
(w,w′) 7−→ w ? w′,

où ? est l'opération de concaténation des chemins de la Dé�nition 2.13.
On commence par montrer que m est continue.
Pour cela, on considère la composition

ΩX × ΩX × [0, 1] m×1 // ΩX × [0, 1] e // X,

où e est l'application d'évaluation de la Dé�nition 4.5. On regarde maintenant cette
même composition sur ΩX × ΩX × [0, 1/2] et on obtient

ΩX × ΩX × [0, 1/2]
p1×q // ΩX × [0, 1] e // X,

où p1 dénote la première projection et q est la fonction continue q(t) = 2t, pour tout
t ∈ [0, 1/2]. On sait, par le cours de topologie [Buf09], que p1 est continue. De plus,
comme q est continue, on a que e◦ (p1× q) est continue. Or, e◦ (p1× q) et e◦ (m×1)
coïncident sur ΩX×ΩX× [0, 1/2]. On obtient ainsi la continuité de e◦(m×1) et, par
le Corollaire 4.7, on conclut que m est continue sur ΩX ×ΩX × [0, 1/2]. On montre
de manière similaire la continuité de m sur ΩX × ΩX × [1/2, 1]. Ainsi, en calculant
la valeur de m sur ΩX ×ΩX ×{1/2}, on conclut par le principe de recollement que
m est continue.

On va maintenant montrer que m est associative.
Soient w,w′, w′′ ∈ ΩX. On a alors

(
(w ? w′) ? w′′) (t) =


w(4t) si 0 ≤ t ≤ 1/4,

w′(4t− 1) si 1/4 ≤ t ≤ 1/2,

w′′(2t− 1) si 1/2 ≤ t ≤ 1,

et (
w ? (w′ ? w′′)

)
(t) =


w(2t) si 0 ≤ t ≤ 1/2,

w′(4t− 2) si 1/2 ≤ t ≤ 3/4,

w′′(4t− 3) si 3/4 ≤ t ≤ 1.

On cherche une homotopie H : ΩX ×ΩX ×ΩX × [0, 1] → ΩX de ((w ? w′) ? w′′) (t)
vers (w ? (w′ ? w′′)) (t) telle que H = F ], pour une application F . Dé�nissons F :
ΩX × ΩX × ΩX × I × I → X par

F (w,w′, w′′, s, t) =


w

(
4t

1+s

)
si 0 ≤ t ≤ s+1

4 ,

w′(4t− s− 1) si s+1
4 ≤ t ≤ s+2

4 ,

w′′
(

4t−2−s
2−s

)
si s+2

4 ≤ t ≤ 1.

Par le principe de recollement, F est continue et donc, par le Théorème 4.6, H est
continue. Par ailleurs, on remarque que l'on a F (w,w′, w′′, 0, t) = ((w ? w′) ? w′′) (t)
et F (w,w′, w′′, 1, t) = (w ? (w′ ? w′′)) (t). De plus, on a

F (w,w′, w′′, s, 0) = w(0) = x0
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et
F (w,w′, w′′, s, 1) = w′′(1) = x0.

Ainsi, l'image de H est bien contenue dans ΩX. On en conclut que H est bien
l'homotopie cherchée et donc que m est associative à homotopie près.

On montre maintenant que m possède un inverse homotopique.
Soit cx0 le lacet constant en x0. Ce lacet est le point de base de ΩX. On dé�nit les
applications m ◦ i1 et m ◦ i2 par

m ◦ i1(w) = w ? cx0

et
m ◦ i2(w) = cx0 ? w,

où i1 et i2 sont dé�nis comme dans la Dé�nition 3.1.
On cherche une homotopie de m ◦ i1 vers 1. Dé�nissons la fonction

H : ΩX × [0, 1] −→ ΩX
(w, t) 7−→ w̄t,

où w̄t est donnée par

w̄t(s) =

{
w

(
2s

t+1

)
si 0 ≤ s ≤ t+1

2 ,

x0 si t+1
2 ≤ s ≤ 1.

De la même manière que précédemment, comme e ◦ (H × 1) = w̄t(s) est continue, on
a par le Corollaire 4.7 que H est continue. Comme w̄t(0) = w(0) = x0 et w̄t(1) = x0,
l'image de w̄t est bien contenue dans ΩX. En�n, on a H0(w) = w?cx0 et H1(w) = w,
ce qui implique que m ◦ i1 '∗ 1. On montre de la même manière que m ◦ i2 '∗ 1.

Il nous reste à montrer que m possède un inverse.
On dé�nit l'application qui envoie un chemin sur son inverse par

η : ΩX −→ ΩX
w(t) 7−→ η(w),

où
η(w) : I −→ X

t 7−→ η(w)(t) = w(1− t),

pour tout t ∈ [0, 1]. On dé�nit encore K : ΩX × [0, 1]× [0, 1] → X par

K(w, s, t) =


x0 si 0 ≤ t ≤ s

2 ,

w(2t− s) si s
2 ≤ t ≤ 1

2 ,

w(2− 2t− s) si 1
2 ≤ t ≤ 2−s

2 ,

x0 si 2−s
2 ≤ t ≤ 1.

Comme précédemment, on remarque que l'homotopie cherchée H : ΩX×[0, 1] → ΩX
est en fait K]. Comme K est continue par le principe de recollement, la continuité
de H découle du Théorème 4.6 et du Corollaire 4.7. De plus, on a K(w, 0, t) =
(w ? η(w))(t) et K(w, 1, t) = cx0 . De plus, puisque K(w, s, 0) = x0 = K(w, s, 1),
l'image de H est bien dans ΩX. On obtient que w ? η(w) '? cx0 . On montre de la
même manière que η(w) ? w '? cx0 . Finalement, on constate que (ΩX, cx0) est un
H-groupe.
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4.3 Suspension d'un espace topologique

Dé�nition 4.12 (Suspension réduite)
Soit (X, x0) un espace topologique pointé. On dé�nit la suspension réduite de X
comme l'espace topologique quotient

ΣX = X × I/(X × {0, 1}) ∪ ({x0} × I) = X × I/X ∨ I.

Le point de base ∗ de ΣX est la classe d'équivalence [x0, t].

Intuitivement, cet espace quotient est construit de la manière suivante. On consi-
dère le cylindre X×I et on le quotiente d'abord par X×{0, 1}. Ceci revient à pincer
le haut et le bas du cylindre de manière à obtenir un double cône d'extrêmités x0.
Quotienter ensuite par {x0} × I identi�e le point de base x0 sur la hauteur du cône.

Figure 22: Suspension réduite de X

Proposition 4.13

(ΣX, ∗) est un co-H-groupe.

Démonstration. On ne présente pas la preuve de ce résultat car elle demande l'in-
troduction de notions catégoriques qui dépassent le cadre de ce travail. On trouve la
preuve détaillée de cette proposition dans [Rot88], Corollaire 11.13, p.331-332.

4.4 Groupes d'homotopie supérieurs

La dé�nition suivante constituant un élément clé de notre travail, nous avons
décidé de la donner de deux manières équivalentes. La première manière est la plus
intuitive. En e�et, en la comparant avec la Dé�nition 2.19, on ne fait que remplacer
I par In. Néanmoins, la deuxième manière est la plus courante, et nous allons uti-
liser celle-là pour montrer les di�érents résultats. Pour ces dé�nitions, nous nous en
sommes remises à [WIK10].

Dé�nition 4.14 (Groupes d'homotopie supérieurs)
Soit (X, x0) un espace topologique pointé. Pour tout n ∈ N, on dé�nit le n-ième
groupe d'homotopie πn(X, x0) comme étant l'ensemble des classes d'homotopie des

applications continues g : In → X telles que le bord de In est envoyé sur x0.

De manière équivalente, puisque Sn ' In/∂In, on dé�nit le n-ième groupe d'ho-
motopie πn(X, x0) comme étant l'ensemble des classes d'homotopie des applications

continues pointées g : (Sn, s0) → (X, x0), où s0 dénote le point de base de la sphère

unité Sn de dimension n.

En résumé, pour tout espace topologique pointé (X, x0), on dé�nit

πn(X, x0) = [Sn, s0;X, x0].
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A�n de montrer la commutativité des groupes d'homotopie supérieurs, nous avons
besoin de la proposition suivante.

Proposition 4.15

Pour toute paire d'espaces topologiques pointés (X, x0) et (Y, y0), il existe une bijec-

tion naturelle d'ensembles d'applications continues

{f : Σ(X) → Y }
∼=↔ {g : X → Ω(Y )}.

Remarque 4.16

Il est possible de montrer que cette bijection d'ensembles induit une bijection sur les
classes d'homotopies pointées :

[Σ(X), Y ]∗ ∼= [X, Ω(Y )]∗.

Remarque 4.17

On peut montrer que Sn est homéomorphe à ΣSn−1 (voir, par exemple, le Lemme
2.27 dans [Swi75]).

Théorème 4.18

Pour tout espace topologique pointé (X, x0), le groupe πn(X, x0) est abélien pour

n ≥ 2.

Démonstration. Soit (X, x0) un espace topologique pointé. Pour alléger la notation,
on omet d'écrire les points de base. On a

πn(X, x0) = [Sn, X]
(1)
= [ΣSn−1, X]
(2)
= [Sn−1,ΩX]
(3)
= [ΣSn−2,ΩX],

où on a utilisé la Remarque 4.17 pour les égalités (1) et (3) et la Remarque 4.16 pour
l'égalité (2).
De plus, on sait par la Proposition 4.10 que ΩX est un H-groupe et, par la Proposition
4.13, que ΣSn−2 est un co-H-groupe si n ≥ 2. Donc, par le Théorème 3.16, on conclut
que πn(X, x0) est abélien pour tout n ≥ 2.
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5 Conclusion

Dans ce mini-projet, nous avons vu, dans un cadre topologique, les deux exemples
principaux de H-groupe et de co-H-groupe, qui sont respectivement l'espace des lacets
ΩX et la suspension réduite ΣX, associés à un espace topologique X.

Comme cela a été mentionné auparavant, nous avons choisi de ne pas donner la
démonstration de la Proposition 4.13 dans ce travail. La raison principale en est que
suivre la preuve élégante proposée par Rotman requiert l'introduction de notions
de la théorie des catégories, qui sortent du cadre de ce travail. Le lecteur qui veut
connaître cette démonstration peut la trouver dans [Rot88].

Ceci nous amène à nous poser les questions du point de vue et de l'approche
adoptée dans ce projet. Cette approche topologique et homotopique n'est certaine-
ment pas l'unique manière de traiter ce sujet. En e�et, on peut remarquer que si
on associe � d'une bonne façon �à tout espace topologique pointé (X, x0) les espaces
pointés (ΩX, ω0) et (ΣX, ∗), alors l'espace des lacets et la suspension réduite dé-
�nissent deux foncteurs sur la catégorie des espaces topologiques pointés. Dans ce
nouveau contexte, la bijection naturelle de la Proposition 4.15 signi�e exactement
que la paire de foncteurs (Σ,Ω) est un exemple d'adjonction, concept fondamental
en théorie des catégories.

Finalement, le choix adopté ici n'est en aucun cas unique ou préférable à un autre.
Nous avons fait ce choix par intérêt partagé pour la topologie. Il serait maintenant
intéressant de regarder ce même projet avec les yeux d'un � théoricien des catégo-
ries �. Celui-ci pose d'abord le cadre totalement général de la théorie des catégories
et développe des concepts abstraits, a�n de les appliquer, dans un second temps, à
ce contexte précis.
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