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Introduction

Dans ce projet, nous avons étudié deux types de transformations intégrales,
la transformée de Fourier et celle de Laplace. Les deux ont de nombreuses
applications, et leur particularité est de rendre algébriques des problémes
analytiques (équations différentielles, équations aux dérivées partielles).

Dans un premier temps, nous allons dériver les propriétés de la transfor-
mée de Fourier, et énoncer les théorémes principaux s’y rapportant. La for-
mule d’inversion sera prouvée et nous sera utile pour trouver les solutions
d’EDO et d’EDP. Ensuite, nous donnerons quelques applications de celle-ci
& des problémes d’analyse. La solution du probléme de la chaleur avec second
membre sera donnée. Enfin, deux grands problémes seront traités, a savoir
les problémes de Stokes dans R? et R3 et la propagation de flammes dans
des tubes fermés.

Pour finir ce projet, nous faisons un paralléle avec la transformée de
Laplace, qui jouit de propriétés similaires mais leurs domaines d’application
sont différents. Nous allons expliciter la relation entre les deux transformées
a l'aide d’une fonction, et souligner un probléme ouvert qui est celui de
I'inversion de Laplace.



Chapitre 1

Transformée de Fourier

1.1 Définition et exemples de calculs

Nous commencons par définir la norme L' d'une fonction f : R — C inté-
grable au sens de Lebesgue :

1] = /R (@) dz). (11)

Définition 1.1.1. Soit f absolument intégrable au sens de Lebesqgue, i.e,
f € LY(R). La transformée de Fourier de f : R — C est une fonction

~

F:R — C, dénotée F(f(z)) = F(k) = f(k), k € R, qu’on définit :

Fk) = (27)~3 / exp(—ikz) f(z)dz.

R

Exemples (a) f(z) = exp(—az?).

F(k) = (277)_§/Rexp(—ikx—ax2)dx

| ik\* K
= 2 ) —_— -
(2m)" 2 /Rexp< a <x+ 2a> 4a> dx

— (2m) % exp (—Z)/Rexp(—ayz)dy (1.2)

= (2a) Zexp (-ZZ) .

(1.2) est obtenu par intégration sur un chemin rectangulaire ou l'intégrale
sur ’axe des réels est égale a l'intégrale décalée sur = + %
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CHAPITRE 1. TRANSFORMEE DE FOURIER

(b) f(z) = exp(—alz]).

1

F(k) = (277)_2/Rexp(—ik:x—a|x|)dx

|
NJ\)—'

/Ooo exp(—(a+ ik)z)dw + /_(; exp((a — ik)z)dz

|
M\H

al
C[a—i—zk a—Zk]

- \/7a2 + k2

[N

Ful) = @m)F [ exp(-ika)xi-aa(@)da

= 2(27r)_% /Oacos(kw)dx

_ \/z sin(kak)

Nous nous inspirons du livre d’Analyse vectorielle de Chatterji pour les
preuves.
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1.2 Propriétés et preuves

(a) Continuité et bornitude
Si f € L'(R), alors f(k) est continue et bornée. On a aussi :

sup [ f[ < [ f[]1-

Preuve :

Soit g(z,y) = exp(—izy)f(z).
Alors, pour tout y € R, z — g(z,y) est mesurable ; pour presque tout z € R,
y — g(x,y) est continue pour tout y € R.

l9(z.y)| = | exp(—izy) f(x)| < |f(x)| avec |f] € L'(R).

Montrons que pour toute suite (k,) convergeant vers k, on a

~

Tim (k) = F(R).

On pose : gn(z) = g(x,k,). Les hypothéses du théoréme de convergence
dominée étant vérifiées, on a donc :

~

lim f(k,) = lim [ gn(z)dx

n—od n—oo R

= /lim gn(z)dx
R

n—oo

= /g(:v,k:)d:v
R
= f(k).
Pour tout k € R :

Fk)| < / |exp(—izk) f (z)|de < /R F@)ldz = || £l

Do : sup |f| < ||f]]1-

(b) Lemme de Riemann-Lebesgue

Si f € LY(R), alors
lim f(k) =0.
k—oo

Preuve :

Soit g € C§° avec g(x) =0si |z| > T.

T
g(k) = / g(z) exp(—ikx)dx

-T

_ /T §(x) exp(.—ik:x) .

-T ik
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On a donc :
~ 1.,
lg(k)| < mllg ()] 1
d’ou
klim g(k) =0.

Soit f € L!. Comme C§° est dense dans L1, il existe g € C§° tel que :

€
If =gl < 5.

On a, de plus :

|ﬂ@—§%%ﬂﬁ—ﬂh<g.

Il existe R > 0 tel que [g(k)| < § dés que |k| > R. Alors :

~ ~

FU < [F(k) = GK)| + [3k)| < 5 + 5 = esi [k] > R.

~

Do : limy .o f(k) = 0.

(c) Dérivabilité de f
Supposons z — x f(x) intégrable. Alors f est dérivable et ﬁ (k) = —izf(x).

Preuve :

Nous utiliserons un théoréme qui permet la dérivation sous le signe intégrale.
Soit f: Q2 xR — R tel que :

(i) x — f(z,s) est intégrable.

(ii) Pour presque tout z, s +— f(x,s) est dérivable.

(iii) 1 existe g € LY(Q,RT) tel que |%| < g(x).

Alors : I(s) = [, f(x,s)dp(x) est dérivable et :

dl [ 0f(x,s)
& | )

Dans notre cas, on considere la fonction exp(—izy) f(x). On vérifie facilement
que les hypothéses du théoréme sont vérifiées. f est donc dérivable et

d%cﬂk) = /exp(—i:rk:)f(x)(—ix)dm

= —izf(x).
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(d) Convolutions
Soient f,g € L', on définit la convolution de f et g par :

(f * 9)(x) = /R £ - y)g(y)dy. (1.3)

Notons que cette définition est bien posée par un petit exercice d’application
du théoréme de Fubini. On a: fxg € Lt et ||f *gll1 < |If|l1llgll1.

De plus : m = 27r]?§.

Preuve :

—

fxg = ;T/Rf*g(y)exp(—%my)dy

= Vor [ expl=2imeydy | fly = 2o(:)d:

— Vor /R dy /R exp(—2ima(y — 2)) [y — 2) exp(—2inz2)g()dz
= Vor /R exp(—2imzu) f(u)du /R exp(—2imzz)g(z)dz

= Varfa.

(e) Reégles de calcul

i) fa—a) = exp(~iak)f ()
i) fax) = 1 7(5).

—

x) si f est a valeurs complexes.

~

A
iv exp(—iaz)f(x) = f(k — a).

Preuves :

(i)

N|=

flx—a) = (2m)” /Rexp(—ik:c)f(x —a)dzx

- (2n) / exp(—ik(y + ) (v)dy

—

= exp(—iak)f(x).
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(i)

f(azx

~—
I

/ (27‘(‘)_% exp(—ikx)dx
R

= 07 [ Sen-inn Wi

(i)

= (2m)72 [ F(y) exp(iky)dy
- f@
(iv)
exp(—iaz)f(z) = (2m)72 [ exp(ik — a)a)f ()
= f(k—a).

(v) On suppose pour l'instant la formule d’inversion vraie :

~

@) = (27) / exp(ikz) (k) dk.

R

En interchangeant z et k :

o~

£ = 0 [ eplikn) flo)ds

(f) Formule d’inversion

Si f est definie sur R, est infiniment de fois différentiable, et enfin si lim, oo 2V () (z) =
0 pour tous n, N dans , alors la transformée inverse est donnée par :

~

@) = (27) / exp(ikz) (k) dk.

R
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preuve :

Ve > 0,
F(exp(—ex?®)F(—x)) = (2%)_1/Rexp(—ik:a:—63:2)/Rexp(i1:t)f(t)dtdm

= (27T)1/Rf(t)dt/Rexp(—i(k—t)m—er)dx

— (n 7t [ f0exp (‘“1‘”) i

. . _4\2
Flexp(—ea®)F(=a) = (k) = (ame) ™+ [ (7= £ exp (W) .

car (4rme)”2 Iz exp(f(lzty)dt =1.

) . _1\2
[F(exp(—ea®)F(=2)) = f(k)] < (47m€)”2 max|f'(z)| /R [t = Kl exp <(k4€t)> dt

= (47T6)_% max\f’(x)|/4e\a\exp(—a2)doz —0
zeR R
lorsque € — 0.
D’ou :

F) = F(F(-1)) = (27) / exp(—ikz) F(—z)dz

R

= (2%)_% exp(ikx)F (x)dx

= (2n)7! exp(ikx)dx/exp(—ixt)f(t)dt

R

= f(z) = (2m)7! exp(ikac)dk/exp(—itk)f(t)dt

R
= (27)°2

— i —

exp(ik:m)dk‘(%r)_é/Rexp(—ik‘t)f(t)dt

~

= (2m)°2 / exp(ikz) f(k)dk.
R
Nous faisons référence au livre "Integral transforms and applications” de

Bhatta pour les applications.

1.3 Applications

1.3.1 Equations différentielles ordinaires

On considére ’équation différentielle ordinaire linéaire d’ordre n & coefficients
constants : Ly(x) = f(z), ou

L= anD” + an_anfl + ... alD + ap.

10



CHAPITRE 1. TRANSFORMEE DE FOURIER

Si on applique la transformée de Fourier, on obtient :

[an(ik)" + ... a1(ik) + a0l y(k) = f(k)

~

< P(ik)y(k) = f(k), P(z) = arz".
=0
D'ou : y(k) = ];((53) = A(k)Q(k) On applique maintenant le théoréme de

convolution :

avec : g(z) = FHQ(k)).

Exemple :

Soit I’équation différentielle :
du

—@—i—au:f(x)

(b2 +a)k) = F(k) = (k) = (lf(’f)

we) = ot [ 105 () @ v
7 [ ) \fexp< ale — yl)dy

- - /R () exp(—alz — yl)dy

I
N}\H

1.3.2 Equations intégrales
(a) Equation intégrale de Fredholm

4 /R f(H)g(z — t)dt = u(z)

ou g,u et A sont connues. En appliquant la transformée de Fourier :

A (k) + (2m)

~

(k)g(k) = u(k)

N

Ceci implique :

2) = (27)-% u(k) exp(ikx)
fla) = (2m) /R(27r)%§(k)+Adk

Par exemple, résolvons ’équation intégrale :

1
[ 1= s = oo

11
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La transformée donne :

Vorflk)f(k) = i\/gexp(—a\kD
= Jh) = = exp(=G k).

L’inversion nous donne la solution :

flz) = (27r)—é(2a)—é/Rexp(¢kx—;yk\)dk
1 -1 4a
= ) e

_ a 2
a mdz? + a2

1.3.3 Equation aux dérivées partielles : ’équation de Schro-
dinger en mécanique quantique

_ 72
ihy = | V(z) - %VQ Y = Hi

Si V(z) = V est constante, on peut chercher une solution de la forme :
Y(x,t) = Aexp(i(kz — wt))

En substituant :

2

ih(—iw)(z,t) = [V - 2h(zh2)} P(x,t)

m

La solution existe si : hw =V + %h? Pour une particule libre, V = 0, on
a:

_ h2
Zhwt = _Twmaz
m
¥(x,0) = Yo(z) et p(x,t) — 0 lorsque |z| — oo
La transformée de Fourier donne :

B PO -
¢t(k7t) = ¢(k7t) = d)(kvt) = ¢0(k;) exp(—zak t)

car ¢(k,0) = do(k)

m

12
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La solution est donc :
W(ad) = (2m)h /R o (k) exp(ik(z — akt))dk
= )t exp(—1 exp(tk(r — o
= 0! [ (o) exp(=iky)dy [ explibls —akt)dk
= (271')l/Rl/J(y,O)dy/Rexp(ik:(x—y—akt))dk

x_y))2+z~(w_y)2)

exp(ik(x —y — akt)) = exp(—iat(k — ( St ot

On pose : z =k — (5-2).
r— )2
vet) = @07 [ ent )0y [ expl-iar)i:

R
(z —y)?
4ot

1—i .
= /R ¥(y,0) exp(i

ou l'on a utilisé les notes cours du professeur Metzener pour le calcul de
Iintégrale suivante :

/Rexp(—mtz?)dz = \/Z@—i) (1.4)

1.4 Analyse de Fourier et théorémes

)dy

1.4.1 Théoréme de Plancherel
Si f € LY(R) N L2(R), alors ||f||2 = ||£]|2.

Preuve :

2
/Rexp(imy — ta?)dx = ﬁexp(—i)
2

— —d
vﬁ > 0, 'UE(:C) = eXp(—ExQ) — 'Ue(y) = e)(I)(\/;)
€

2

= 1 —T
:>/Rw(y) exp(—ey?)dy = \/Z/Rw(x) eXP(Tﬁ)diﬁ

13
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Soit u € LY(R) N L(R), v(z) = u(—x), w =uxv € L' N CY,

Mais :

B(y) = \/12? /R exp(—izy)i(—z)dz = T(y) = & = V2r|a?

Comme w est continue :

lim\/>/ ')dx_fw()

e—0

par ce qu’on avait montré dans le cours d’EDP. D’ou :

[ty = w0) = [ uteyui=a) = [ s

1.4.2 Théoréme d’inversion de Fourier : version plus forte

Soit f € L'(R) et continue sauf sur un nombre fini de points sur tout inter-

valle fini, f(t) = 2(f(t+) + f(t—))Vt. Alors :

A -~
f(to) = lim 21/ exp(iwtpy) f(w)dw

A—o0 2T J_ 4

preuve :

u

/ sm(Au)du oz
0 2

A ~
s(to,A) = 217T/—A f(w) exp(iwty)dw

1[4 :
= 27T/_A/Rf(t)exp(zw(to—t))dwdt
A
_ i / / F(t) expliw(to — 1)) dwt

_ /f sin( to—t))dt

to —t
/ flto — u)sin(Au) o
u

f(to-))sin(Au)

™

14
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Puisque f € L'(R), il existe X tel que :

2/Xoo|f(to—u)|du<e

s

2 [ (f(to —u) — f(to-))sin(Au) 2 X (f(to—u) — f(to-))sin(Au)
/0 d /0 du

z u = =
T U T U
n 2/°° f(to — u)sin(Au) Ju
™)X u
2 [ _)sin(A
L2 [ Mt
™ Jx u
= L+L+13
lim (A% )~ lim / sinlt) 1 — o
A—oo Jx u A—oo Jaox t

= I3 — 0 lorsque A — oc.

L] = |72T/X f(tOu)jin(Au)dM < 727/ |f(to—u)|du < €

X

M est continue sur (0,X) sauf pour un nombre fini de points et
elle est bornée, donc intégrable. Par le lemme de Riemann-Lebesgue, I} —

0 lorsque A — oo. Dot :

2 [ f(to—u)sin(Au)
-

u

du — f(to—) lorsque A — oo

Sur (—00,0), le meme argument donne la convergence vers f(tp4). Or :

—u)sin(Au A
j_/Rf(tO i (4 )du / f(w) exp(iwty)dw

1
T™J-A
Finalement :

A
21/ f(w) exp(iwtg)dw — f(to) lorsque A — oo
TJ A

1.4.3 Formule de Parseval

Soient f,g € L' N L%(R). Alors :
/ f(@)g(x)dz = / Fh)a(k)dk
R R

15
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preuve :

[ Fwawa - / kg | expl=ik)fu)dy [ exp(=ika)g(a)da
= 5 | fay [ sty [ expli(e = y)ak
_ /R O L
= /Rg(w)dx/Rf(y)dy

1.4.4 Equation de la chaleur avec second membre

Nous référons au livre "Partial differential equations" d’Evans. Soit le pro-
bléme :

—Au = fsur R" x (0,00)
u = 0sur R" x (t=0)

Soit :

2

P(z)t) = ——) pour t >0

@E P

qui est la solution fondamentale de I’équation de la chaleur. Comme w =
(z,t35) = Jgn &(x —y,t — ) f(y,s)dy résoud le probleme

ug(-38) — Au(-3s) = 0 dans R" x (s,00)
u(-3s) = f(38) sur R" x (t =s)
On utilise ensuite le principe de Duhamel pour construire la solution du pro-

bléme inhomogéne & partir du probléme précédent en intégrant par rapport
a s. Considérons :

u(z,t) = /Otw(x,t,s)ds
t
= / ¢(x —y,t — s)f(y,5)dyds
0 JRn

Y L S N et I W R,
B /0 471'(15—3)% /n p( 4(t—s))f(y’ )dyd

On obtient, par le cours d’équations aux dérivées partielles, que u satisfait
I'équation de la chaleur avec second membre et qu’elle est de classe C2.

16
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1.5 Probléme de Stokes dans R? et R? et résolution

Pour le probléme de Stokes, nous avons étudié les notes écrites par le pro-
fesseur Metzener.

1.5.1 Probléme de Stokes dans R?

Etant donné une fonction f : R3 — R3, on cherche la pression p : R® — R et
le champ de vitesse u : R? — R3. L’équation de Stokes est une équation aux
dérivées partielles qui décrit le mouvement des fluides dans ’approximation
des milieux continus.

{ Au—Vp+f=0

V-u=0
Appliquons l'opérateur divergence & la premiére équation :

V- (Au)+V-Vp+Vf=0 = AV-u)—Ap+Vf=0

= Ap=Vf
En appliquant la transformée de Fourier, on obtient :
—@Pp=is-f = p=-l&%E-f (1.5)

Ceci donne ’expression suivante pour la pression p :

3

p = (2m) / |GG T explic - F)duw
= (2m)73 / / — &7 %G f exp(id - (F — §))dwdy

qui est assez complexe & calculer donc on va emprunter un autre chemin qui
passe par le noyau de Poisson. On observe que :

—[&[7?V - f
et d’aprés le cours d’équations aux dérivées partielles, on obtient :

1 d

En intégrant par parties :

p = 47T/f 7
1

= _Zhr/f(y).vﬂf—gﬂdy
1 1

=—=dy
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Pour trouver u, nous allons employer deux méthodes. La premiére est d’uti-
liser nos résultats obtenus pour 1’équation de Laplace :

Au=g=Vp—f

Comme on connait p et f, on peut facilement résoudre ’équation ci-dessus :

1 Vp—f
U = —dy
dr | |2 -7
1 v(ﬁff(z) |§_Z*Z|5dz)_f
= —— — dy
Am |7 — 7]

Nous utilisons maintenant la méthode de Fourier. Appliquons la transformée
de Fourier a la premiére équation du probléme de Stokes et utilisons (1.5) :

~ | =—27F 21—4d ==
u= &7 f — b @@ - f)
Par la formule d’inversion et la connaissance du noyau de Poisson, on obtient :

/\x— dy — (2m)” //M G y)) exp (i@ - (Z — §))dwdy

Nous avons ’égalité :

20) % [ [161716(@ - f(w) expi - (7 - )dody
— (21) VL (V, - / / F))3| " explic - (7 — ) dwy)

Le noyau est obtenu en résolvant I’équation :
AT =h
qui aprés transformation de Fourier devient :
—_ —47
=1Q|7%h (1.6)

On se souvient que pour ’équation de Laplace, I’équation radiale s’écrit :

On trouve :

C
\I/:Clr+027“2+73+04

18
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Le seul noyau singulier possible est : r = |Z — ¢]. Par suite, on obtient la
solution pour ’équation aux dérivées partielles de la méme facon que pour
I’équation de Laplace :

1 S
U(z) = 871_/A2\11|x—y|aly

1

= — [ W7 - Gld
& (W12 — gldy

On identifie le noyau :
1., _ i i o
gel7 == (20 [ 18] exp(ia - (7 - )

Par suite on arrive a :

+— [@-n (f<y>- f_y]?,) dy

|7 — 7 8m

1.5.2 Probléme de Stokes dans R?

Comme dans R?, on peut exprimer p sous forme la intégrale suivante :

=2 [ [ <875 £ exp(ics - (= )y

On calcule l'intégrale suivante :

T= i) [ 1872 ) exp(ia - (@ = )

Posons :
x—y = rRés, R une rotation du plan
M = pé
& = Ry
€ = cos(f)éi + sin()é3r

En passant aux coordonnées polaires, on obtient :

I = —i(2n)” /podp/a (é7. - RT f) exp(iprsin(0))do (1.7)

— —iem) [ ominin)(é - R Pp
p=0
— e LD [T nea

|7 — ¢]2

19
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Notons que (1.8) est obtenue en notant qu’on obtient :
sin(@) exp(iprsin()) = Ji. (1.8)
Ceci implique :

[ )G9,

P= o Rz |z —y|?

(271T)2 /11@2 /]R2 (f(y)!ay—2 —o(o- f(y))\a‘_4) exp(io - (z — y))dody

qu’on peut récrire :

u= % /R2 f(y)log(lz —y|) + V.V /]R2 fy) K (z,y)dy

ou K(z,y) est le noyau décrivant I’équation biharmonique :
A% = h(z) = ¢ = | MWK @ y)dy

COI’Ilm(E .

on vérifie que

/ h(y) K (2,9)dy = / A2K = (z)
R2 RZ

1.6 Propagation de lammes dans des tubes fermés :
étude d’un article de recherche

Nous étudions le probléme de la propagation dans un tube (dans l'article
de recherche écrit par les professeurs Metzener et Matalon) dont la forme
et la direction de propagation de la flamme sont données dans le dessin ci-
apres. La dérivation I’équation intégro-différentielle qui donne la position de
la flamme, qu’on exprime en terme de la distorsion ¢(y,t) par rapport a une
flamme plate, s’écrit :

10p ¢ 1 (0p S|
qéhf_a(9y2+2< — =+ L(p),

oy L

ol L est une constante dépendant de 'aspect du tube, a est un paramétre
donné, et £ est un opérateur linéaire intégral. On exprime la pression par :

p(x,t) = P(t) + y M3 (xt) + - -

20
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Partie intacte

FiGg. 1.1 — Schéma explicatif

ol M << 1 représente la constante de Mach.

Vi =|F|™! (%—];) (1.9)

On peut introduire le paramétre de Markstein :
a=Vi-n—n-xv*n) (1.10)

Les équations qui gouvernent la propagation des flammes est :

1 dP

Viv=——— 1.11
NP dt’ ( )

Dv
— =-Vy 1.12
P Dy v, (1.12)

D 151

—(pipy) = 1.13
St Ph) =0, (113)
pT =P, (1.14)
ol v désigne la vitesse, p la densité, T la température, D% est la dérivée
convective. Si la flamme est décrite par F'(x,t) = 0, avec n = —%, on peut

écrire également les relations de saut a x = x¢(t,y) :

[o(v-n = Vi) =0,
[P+ p(v-n—Vi)(v-n)] =0,
[v xn] =0,

[T]=q
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Nous allons nous intéresser au cas des flammes planes. La vitesse axiale
v = ut est donnée par :

P
" {](;YP):E pour 0 <z < xy (1.15)
(zp)(L—x) pourzy<z<L
et la position de la lamme est donnée par :
P,—P_ -1
ty=L|1-— P 1.1
o) =1 (1- TP ) (1.16)
t
p=1+2L (1.17)
L
La fonction 1(n) est déterminée par les relations implicites :
—(=1)
Y(n) =1+qP 7, (1.18)
n=xsP7. (1.19)

Pour des petites valeurs de ¢, on peut donner une forme simplifiée de la
vitesse axiale :

2
u %—FWLQH—I—--- pour 0 <z < xy (1.20)
q1—=%) =71 =$)()+--- pourzy <z <L
avec la position de la lamme qui s’exprime :
t
J:fzt(l—kq(l—z)—k'-‘) (1.21)
La fonction ¢(n) a la forme :
b = 1+q—a*(y =)+ (1.22)
et comme la densité et la température sont données par :
(=1 1
T=P » ¢(zP) (1.23)
1
P~
p= T (1.24)
p(zP)

alors une substitution nous donne les solutions explicites.
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Dans le cas des flammes non planaires, on introduit les développements sui-
vants :

w=1+qU(zyt)+---
v=qgV(zyt)+- -
p =7+ ¢M(zyt)+

ou P’ et u sont les solutions dans le cas des flammes planaires. Les équations
a lordre O(q) sont :

or Oy

o _ o
ot ox’
v _ o
o oy’

A la position x = ¢, on a :

_ 99

U] =] =0, [V]= oy

Il reste de ’équation pour le taux de combustion et le "flame stretch" :

o9 Po 1 [9p\* 1 \
m—q(aaym(ay) ‘L“U)

ou U* = U(x = t,y,t). On résout ce systéme d’équations aux dérivées par-
tielles en appliquant une transformée de Fourier en y. Par souci de simplifier
les notations, on note u = (U,V') et p =11, et on récrit le systéme :

Vu = 0
Ut = —Vp

On a, en appliquant le rotationnel & la seconde équation :

8tV><u = 0
Opourt<z <L

= VXxu=
flzy) pour 0 <z <t

par le théoréme de Heimholtz.
Comme V - u = 0, u peut donc s’exprimer par un rotationnel :

u=V x ¢ = (—wy,%)
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Pourt <z <L (2),ona:
Vxu=Vx(Vx¢)=Ap=0.
Pour 0 <z <t (l),ona:
Vxu=Ay=f(ry)

Dans le premier cas, on a une équation de Laplace & résoudre, dans le second,
une équation de Poisson. Pour les pressions dans les 2 régions, nous avons :

—Py = Gut €8 — Py = Yt

En prenant les transformées de Fourier dans (2), on obtient :

~

amx - Uz(b =0
La solution est :
b= Asinh(o(z — L))

par les conditions au bord.
Ceci nous permet d’écrire, sachant la relation entre ¢ et u, p :

U = —z'agsinh(a(w — L)),
V = oAcosh(o(z — L)),
—iop = oAy cosh(o(z — L)).

Ecrivons I’équation de Poisson avec la transformée de Fourier dans (1) :
Vg — 0'2¢ = f(-r)
La solution est donnée en utilisant la méthode de la variation des constantes :

V=08 sinh(oz) + C cosh(oz) + Yparticuliére

avec la solution particuliére donnée par :

_— 1 -

wparticulire = % /0 Sil’lh(O’(.’E - 6))f(£)d€

On en déduit, par dérivation :
U= —ic [E sinh(ox) + C cosh(oz)+
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o~

[U] =0 = Asinh(c(t — L)) = Bsinh(ot) + % /0 sinh(o(t —&)) f(§)d¢

En dérivant par rapport au temps, on obtient :

A, cosh(o(t —

L)) + o Asinh(o(t —

Mais par (1.26), on simplifie :

Par (?

7)

Asinh(o(t —

On trouve :

A, cosh(o(t —

B,
L))

~

V]

o B cosh(ot) + % /0 cosh(o(t — &) f(£)d¢

L)) + iy

f(t) = 2iog
Maintenant qu’on a éliminé f( t), on va pouvoir résoudre le systéme d’équa-
tions suivant :

cosh(ot) = A, cosh(o(t —

t
A:i/ c.osh(ch)
o sinh(oL)

(1.26)

—8—¢ = V1 zagb
dy

oAcosh(co(t — L)) +ice

— ~ 1 ~
By cosh(ot) + oBsinh(ot) + 2—f(t)
o

~

3 | sioh(oe = )T

L)) + iy = By cosh(at) + %f(t)

(¢ L))
= Bsinh(ot) + i [ sinh(o(t — £))B(€)dE

(1.27)

On en déduit B puis les solutions U et ‘A/, qui se trouvent dans l'article de

recherche :
—g?
U=
)
V=

t cosh(o(L
0  sinh(o

t cosh(oT)
0 sinh(oL)

t cosh(o(L—7))
0  sinh(cL)

t cosh(oT)
smh(aL

)gb(a 7)dr + o fo cosh(o(x 5))$(J,§)df pour = < t

(o, 7)dr sinh(o (L —

é(o,7)dr cosh(o(L
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— 1))

pour x >t

é(o,7)dr cosh(oz) + gg(a,:c) + 0 [y sinh(o(z — Np(o,)de  pour z < t

pour x >t



Chapitre 2

Transformée de Laplace

Une technique assez puissante pour résoudre les équations différentielles et
aux dérivées partielles est la transformée de Laplace, qui transforme ces
équations en expressions algébriques élémentaires. Pour cette partie, nous
avons étudié "The Laplace transform'" de Schieff.

2.1 Préliminaires

Définition 2.1.1. Une fonction est dite continue par morceauz sur [0,00)

% :

~limy g+ £() = F(07).

— f est continue pour tout intertvalle fini (0,b) sauf sur un nombre fini de
points ot f a des sauts.

Une conséquence importante de la continuité par morceaux est que sur
chaque sous-intervalle de continuité, la fonction f est bornée :

‘f(t)’ <M, ti<t<tiyr,1=1,2,...n— 1.

Définition 2.1.2. Une fonction f a un ordre exponentiel o s’il existe des
constantes M > 0 et « tel que pour un certain tg > 0,

[f ()] < Mexp(at), t > to.

Définition 2.1.3. On définit la classe Tyipna des fonctions continues par
morceaux et d’ordre exponentiel o.

2.2 Définition de la transformée et propriétés

Définition 2.2.1. Pour toute fonction f a valeurs réelles ou complexes dans
Uespace fonctionnel Tyiphq, on définit une fonction F': D C C — C, qu’on
dénomme la transformée de Laplace : L(f) = F(s) de f par :
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CHAPITRE 2. TRANSFORMEE DE LAPLACE

o) = [ expl-st) (0t = F(s)

ou le paramétre s = x + iy est dans le domaine : v = Re(s) > a.

Exemple 2.2.2.

L(exp(at)) = /000 exp(—(s — a)t)dt
1

S—a

Théoréme 2.2.3. Si f € Typha, alors la transformée de Laplace existe pour
x = Re(s) > « et lintégrale de Laplace converge absolument.

preuve :

On a, d’une part :

|f(t)] < Miexp(at), t > to.

f est de plus continue par morceaux sur [0,tg] et donc bornée sur cet inter-
valle, disons :

|f(t)] < Ma, 0 <t <tp.

Puisque exp(at) a un minimum positif sur [0,£], on peut choisir une constante
M suffisamment grande pour que :

|f(t)] < M exp(at), t > 0.
D’ou :

/|exp —st)f(t)|dt < M/ exp(—(z — a)t)dt
_ Mexp(— (ac—oz)T)'

r— r—«

Lorsque 7 — 00 et notant que Re(s) =z > «, on obtient :

M

r—«

o0
| exp(-styfo)lie <
0
L’intégrale de Laplace converge donc absolument pour Re(s) > a.
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Application :

f(t) = t est continue et d’ordre exponentiel, sa transformée de Laplace se
calcule :

L(t) = /Oootexp(—st)dt

1 o
= / exp(—st)dt
0

s
11

Ss
52’
Montrons par récurrence que :

n!
Sn+1

L") =

C’est vrai pour n = 1.
o
Lty = / " exp(—st)dt
0

— /OO tn—i—l /eXp t) dt
0

= (n+1)/ " exp(—st)dt

(n+1) n!
s gntl
(n+1)!
8n+2

ce qui achéve la récurrence.
Linéarité de la transformée de Laplace :

Llcifi+cafs) = /000 exp(—st)(c1 f1(t) + cafo(t))dt

= cl/oooexp( st) f1(t dt+CQ/OOOeXp —st) fa(t)dt
= cal(f1) + cal(f2).

Application :
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L(cosh(wt)) = % [L(exp(wt)) + L(exp(—wt))]
1,1 1
N Q(s —w S+ w)
- Q2 : 02

Séries infinies

Théoréme 2.2.4. Si

)= ant"
n=0

converge pour tout t > 0, avec

Ka™

lan| < =2
n.

pour tout n suffisamment grand and o > 0, K > 0, alors :

Lf() = Y anl(t")
n=0

. ann!
= z i (Re(s) > a.

n=0

Preuve :

Puisque f(t) est représentée par une série de puissance convergente, alors
elle est continue sur [0,00). On veut montrer que la différence

c ( HOEDY ant">
¥
L, ('f(t) =) ant”
n=0

N
LOf(E) = anl(t")
n=0

IN

)

converge vers 0 lorsque N — oo, ol
Lo(h(t)) = / exp(—zt)h(1)dt, © = Re(s).
0

29
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N 00
'““—Zant“ SR
n=0 n=N+1
o0

t’I’L
< x Yy
n=N+1 G

Comme :
h<g= Ly(h) < L:(g)

quand les transformées existent,

L. ( ft) - Zant” ) < KL (eXp(O‘t) - Z n! )
n=0 '

Ceci converge vers 0 lorsque N — oo. D’ou :
g q

N
L(f(t) = lim Y a,L(t")
n=0

N—oo

. apn!
an!
= E i (Re(s) > a.
n=0

Exemple 2.2.5.

sint = (—1)"t2"
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Théoréme 2.2.6. Si f € Typha, et telle que
lim 1)

t—0t+ t

lmF@Mx:E(%P>@)@>a)

eziste, alors

preuve :

F(z) = /000 exp(—xt) f(t)dt = /SOO F(z)dr = lim ’ (/000 exp(—a:t)f(t)dt) dx

—
w—00 s

Comme [ exp(—at) f(t)dt converge uniformément pour a < s < z < w, on
peut permuter I’ordre d’intégration :

[ r@is = g [T [ et a

w—00

= /Ooexp(—st)f(t)dt— lim OOe:x;p(—wt)walt
0 t t

LG

ol on a utilisé le fait que :

/00 exp(—st)f(t)dt’ < M —0
0 t

r—«

lorsque x — oo.

La transformée de Laplace jouit de propriétés similaires a la transformée de
Fourier, qu’on va énoncer sans démonstration, car les preuves sont analogues.

Exemple 2.2.7.

c(ﬁ#@)@): lmquﬁ
1

Llsint)(s) = 5-(Elexp(it)) — Llexp(~it)))(s)
1 1 1
T2 <s —i s+ z)
_ 1
o824
sint > dx
£<t>($) - /s 2 +1
= g — arctan(s).
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En supposant les fonctions assez réguliéres, on a les propriétés suivantes pour
la transformée de Laplace :

Théoréme 2.2.8 (Formule d’inversion de la transformée de Laplace).

c+ioco
LV(F(s)) = f(2) 1/ exp(st) F(s)ds

27 — 00

ot ¢ est une constante plus grande que la partie réelle des singularités de
F(s).

Proposition 2.2.9 (Translation). Si L(f(t)) = F(s), alors :
L(exp(—at)f(t)) = F(s+ a).
Exemple 2.2.10.

n!

L(t" exp(at)) = o

—1 1 1 n

Proposition 2.2.11 (Dilatation).

c(fan) = - (2).

la]” \a

Proposition 2.2.12 (Transformée de Laplace des dérivées).

LUM@) = L) — 3 s+ F0P(0)
k=0

Proposition 2.2.13 (Transformée de Laplace d’une convolution).

L(f(t)*g(t) = LIf(£))L(g(1))
Exemple 2.2.14. On utilise le théoréme de convolution pour prouver :

I'(m)C(n)

B(mmn) = I'(m+mn)’

1
B(m,n) = / a™ Y1 — )" Ydz, (m >0, n>0).
0

On consideére :

Comme on a :
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Par la formule de convolution, on a :

fig = /0 =L — oy lar = oL (F(s)G(s))

= T(m)T(n)L™" (s~ "

I'(m)I'(n) gmen—1
I'(m+n)

En prenant t = 1, on obtient le résultat o démontrer.

Proposition 2.2.15 (Dérivées de la transformée de Laplace). Si L(f(t)) =
F(s), alors

n d"
ds™

LI () = (~1)"~—F(s).

Exemple 2.2.16. On veut trouver :

=7 (1oa( (25 ))).
Puisque :

il sta) 1 B 1
ds 8 s+b) s+a s+b
1 1 1
)y = o1 _
= 1) t <s—|—a s+b>

(exp(—bt) — exp(—at))

| =

Deux propriétés de la transformée de Laplace sont trés utiles lorsqu’on veut
déterminer des limites d’une fonction lorsqu’elle tend vers 0 ou oo, méme si
la fonction n’est pas connue explicitement.

Théoréme 2.2.17. Si f € T,, ' est continue par morceauz et L(f(t)) =
F(s), alors :

lim f(t) = lim sF(s)

t—0+ §—00

Preuve :

On sait que :
L(f'(t) = G(s) — 0 lorsque s — 00
Or, par le théoréme sur la transformée de Laplace des dérivées :

G(s) = sF(s) — lim f(t)

t—0t
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En prenant la limite, on obtient le résultat.

Théoréme 2.2.18. Si f € 7, f' est continue par morceauz, L(f(t)) = F(s)
et limy_,oo f(t) existe, alors :

1tlim ft) = liH(lJ sF(s)

Preuve :
lim G(s) = lim sF'(s) — lim f(?)
De plus :
linéG(s) = lir% exp(—st) f'(t)dt
S— S— 0
- [ rwa
0

| e = i (1)~ tiy £c0)
0

D’ou :

lim f(t) = lim sF(s).

t—o0 s—0

2.2.1 Relation entre les deux tranformées

Dans cette partie, nous allons voir comment écrire la transformée de Laplace
en fonction de la transformée de Fourier. La transformée de Laplace d’une
fonction f existe pour z = x + iy, x > 7, on suppose

0,t<0
) = {m L

F()) = /0 " F(t) exp(—t) exp(—iyt)dt
= V2rF(h(t,x))

oul la fonction A de transfert est :

)= {020
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